CAPITULO 1: INTRODUCAO - O PROBLEMA ESTUDADO

l. Motivacéo - o problema de otimizacgédo da unidade FCC

O conversor de craqueamento catalitico em leito fluidizado (FCC) constante da unidade
FCC é um exemplo desafiador tipico do problema de controle da engenharia quimica (Mac
Farlane & Reinemann, 1990). A funcdo do conversor FCC nas refinarias € converter a
corrente de gaséleo oriunda do petroleo em correntes de hidrocarbonetos de cadeias
menores. Destes a gasolina € um dos produtos mais valiosos. O cragueamento no conversor
FCC é considerado o maior processo catalitico do mundo em funcdo das dimensdes dos
equipamentos envolvidos, volumes processados e quantidade de catalisador usada (Moro,
1992). Outrossim, trata-se de um sistema multivariavel, altamente ndo linear, com fortes
interacOes entre as variaveis e em que existem restricdes nas variaveis de entrada e saida
(Lopez et ali, 1996, Odloak & Gouvéa, 1996). Todas estas caracteristicas fazem com que o

conversor FCC seja um sistema de dificil controle.

A grande quantidade de material processado e a capacidade de produzir gasolina fazem
com que a unidade FCC tenha uma importancia acentuada para a rentabilidade da refinaria.
Isto pode ser visualizado no fato de que o lucro liquido diario decorrente da unidade FCC é
da ordem de 30 ddlares por tonelada de carga processada e que uma unidade tipica
processa 8000 ton/dia (Moro, 1992). Assim, a implementacdo de estratégias de controle
avancado e o esfor¢co em se realizar uma otimizagdo do processo sdo justificados. Na
literatura, diversos trabalhos podem ser encontrados a respeito da unidade FCC (Ali &
Elnashaie, 1997, Lona Batista & Maciel Filho, 1997, Campos et ali, 1997, Pilia et ali,
1997, Den Hollander et ali, 1997, Knops Gerrits et ali, 1997, Arbel et ali, 1997, 1996,
1995a, 1995b, Abou-Jeyab & Gupta, 1996, Lopez et ali, 1996, Odloak & Gouvéa, 1996,
Hugq et. ali, 1995, Moro & Odloak, 1995; Mc Farlane & Reineman, 1993, 1990; Grosdidier
et. al., 1993; Rhemann et. al., 1989, Prett & Gillette, 1980). Apesar do grande nimero de

trabalhos publicados relativos ao conversor FCC, e muitos deles recentes, o enfoque maior
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tem sido com relacdo ao estabelecimento de um modelo adequado e formas de controlar o
processo. O problema de otimizagdo permanece ainda negligenciado. E pois de interesse

que se avalie como a otimizacao deste processo pode ser feita.

Nos paragrafos precedentes, colocamos o interesse da otimizagdo em termos econémicos.
Ao mesmo tempo, ressaltamos a dificuldade de se controlar adequadamente o processo.
Assim, intui-se que o problema da otimizacdo € dependente do problema de controle e que
0 primeiro ndo pode ser considerado sem o segundo. Por outro lado, o objetivo de se
resolver o problema da otimizacdo da unidade FCC pode ser generalizado para o interesse
de se efetuar a otimizacdo de processos quimicos continuos, sendo o conversor FCC um
exemplo complexo destes ultimos. Nesta visdo, procura-se entender o que vem a ser o
problema de otimizacdo de processos quimicos continuos, o que se deve fazer para resolvé-
lo e buscar as ferramentas necessarias para tal fim. Em linhas gerais, esta é a motivacéo da
presente tese, ou seja, exemplificar o problema de otimizacdo de processos quimicos

continuos e estabelecer as ferramentas necessarias para a sua resolucao.

Para que se entenda o problema a ser estudado, no item Il, caracterizamos o ambiente
industrial e com isto o problema de otimizacdo em tempo real é definido e descrito com
pormenores. Em seguida, no item llI, discutimos o que é estudado na presente tese,
mostrando 0s objetivos propostos e as inovagdes feitas. Finalmente, no item IV,

comentamos sobre a forma de apresentacdo da presente tese.
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Il O ambiente industrial e a necessidade da otimizacdo - o problema de

otimizagdo em tempo real

A operagdo de uma planta quimica deve ser feita de forma a satisfazer diversos requisitos
mesmo na presencga de perturbagdes (Kwong, 1993). Estes requisitos englobam questdes
ambientais, econdmicas, de seguranca, de especificacdo de produtos e restricdes
operacionais, as quais podemos dividir em dois grupos bésicos. O primeiro corresponde a
uma regulacdo de certas varidveis de tal forma que as especifica¢cbes de produtos e
restricbes operacionais sejam atendidas. Como ocorrem variagdes na planta, intervencdes
externas sdo necessarias. Trata-se do problema de controle do processo. O segundo grupo
de objetivos a serem atendidos é proveniente de consideragdes econdémicas. Neste, deseja-
se, tipicamente, maximizar o lucro ou minimizar os custos de operacdo. Trata-se do
problema de otimizacdo das condi¢fes operacionais, 0 qual é resolvido de tempos em
tempos de acordo com a necessidade existente. A otimizacdo pode ser feita dentro de uma
estrutura hierarquica de controle, sendo, entdo, denominada de otimizacdo em tempo real.
Os objetivos do primeiro grupo sempre devem ser obedecidos e a procura do ponto 6timo
de operacdo (para que se tenha maximo lucro ou minimo custo) ndo pode viola-los. O uso
de uma estrategia de otimizacdo em tempo real visa a se atender estes objetivos e pode ser,
inicialmente, entendida como um procedimento constituido das seguintes duas etapas:

. identificacdo da necessidade de se alterar o ponto de operacdo da planta de forma
a se minimizar o custo operacional: diversas varidveis da planta devem ser
continuamente monitoradas, as quais devem refletir perturbacdes no processo que
alterem as varidveis econémicas de interesse. Ainda, os modelos eventualmente
empregados para representar 0 processo precisam ser atualizados sempre que
mudancgas significativas no ponto de operacao da planta séo realizadas.

. geracao de valores de referéncia ou célculo das novas variaveis manipuladas que
atendam ao novo ponto de operagdo Gtimo: no primeiro caso, denomina-se a
estratégia de otimizacdo em duas camadas e no segundo caso de otimizacdo em
uma camada. A figura 1.1.1 mostra esquematicamente como cada uma delas é
realizada. Basicamente, no primeiro caso, a resolu¢do do problema econdmico é
feita isoladamente e a solucdo é enviada ao controlador, que atua no processo,
garantindo a operacao estavel e segura da planta. Em cada uma das camadas, i.e., a
de otimizacdo e controle, faz-se uso de um modelo do processo, o qual é atualizado
através da estimacao de certos parametros deste. Existem perturbac@es nas plantas,
as quais nao sdo medidas. Ainda, algumas variaveis também nédo o sdo, sendo entdo
estimadas. No segundo caso, o controlador incorpora o célculo da fungédo
econdmica. O modelo usado é Unico e contém informagdes econdmicas e do
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processo. Este modelo deve ser como no caso anterior atualizado de tempos em
tempos. Nesta situacdo, o custo computacional para se resolver o problema pode
tornar-se proibitivo se a dimensdo do problema for elevada.

roblema de otitnizacio - geracio de valores de

(- Sefa’émla -usgo de rrg:;delog ecgflﬁmico o linear [ | || problema de otimizagio e controle integrados
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figura 1.11.1: esquema de otimizag&o: (a) em duas camadas (b) em uma camada

De acordo com Cutler & Perry (1983) pode-se conseguir um acréscimo na receita de um
dado processo da ordem de 6-10% com o uso da otimizacdo. Para uma planta de etileno
com capacidade de 1 bilhdo Ib/ano, um aumento de 1% no rendimento do processo pode
significar um ganho econdmico da ordem de U$ 1.500.000/ano. Segundo Poje & Smart
(1986) os custos da implementacdo de um sistema computacional completo para a
otimizacdo pode-se situar na faixa de U$ 750.000. Hoje em dia, estes custos s&o menores e
outros decorrentes de softwares e custos de homem - hora tornam-se significativos.
Percebemos desta forma que o retorno do investimento é rapido. Assim, é grande o
interesse em se estudar a otimizacdo de processos (Cutler, 1993, Biegler, 1993,
Vasantharajan et ali, 1990, Renfro et ali, 1987). Este é ainda mais acentuado visto a
crescente necessidade de se assegurar a competitividade dos processos industriais, como
pode ser notado nos trabalhos publicados. Por exemplo, Rhemann et ali (1989) relatam a
implementacdo da otimizacdo e controle avancado em uma unidade de craqueamento
catalitico em leito fluidizado (FCC) da companhia OEMV na Austria.

Durante o procedimento de solucdo do problema de otimizacdo em tempo real, diversos
obstaculos sdo encontrados, os quais se devem as dificuldades inerentes dos componentes
constituintes deste. Darby & White (1988) descrevem os elementos do problema de
otimizacdo em tempo real como sendo:

. modelo do processo: 0 modelo deve representar 0 comportamento do processo e
pode incorporar a influéncia de perturbacGes, degradacdo dos equipamentos,
especificacbes dos produtos, etc. O modelo é constituido normalmente de relacGes
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fisico-quimicas, sendo portanto nio linear. E a partir dele que os valores de
referéncia que caracterizardo o novo ponto de operacdo 6timo podem ser gerados
para o controlador.

. funcdo objetivo: tipicamente, deseja-se maximizar o lucro ou minimizar o custo
operacional através de uma manipulacdo de certas variaveis do processo, a qual
atenda as restricdes existentes. Nestes casos, a funcéo objetivo é usualmente da
forma:
objetivo = valor dos produtos - custo das matérias primas - custo de utilidades +

outros efeitos econdmicos
Alternativamente, o objetivo pode ser o de aumentar a producdo de determinado
item, melhorar a qualidade ou alterar a caracteristica de um produto, objetivos estes
que podem ser alternados ao longo do ano.
O estabelecimento da fungdo econdmica pode nao ser trivial e depende de
propriedades dos produtos ou da qualidade das matérias-primas empregadas.

. algoritmo de otimizagdo: o algoritmo de otimizagdo é um método numeérico que usa
0 modelo e a funcdo objetivo para resolver o problema econémico e/ou de controle.
Tipicamente tem-se um problema cujas equacdes sdo bastante complexas ou
numerosas. Existem indmeros algoritmos, a escolha do ideal deve levar em conta o
esfor¢co computacional requerido e a robustez deste.

. validacdo dos dados da entrada: alguns problemas relacionados a validacdo dos
dados podem ser citados, tais como: escolha do periodo de amostragem, forma de
calcular valores médios, testes de verificacdo do estado estacionario, forma de
inferir determinadas variaveis, testes de consisténcia dos dados, reconciliacdo de
dados.

. implementacdo dindmica: no caso da otimizagdo em duas camadas, uma vez,
calculadas as variaveis que determinam o ponto Otimo de operacdo, estas Sao
passadas para o controlador que toma as a¢des devidas de forma que as restricdes
do processo sejam atendidas. O ponto de operacdo real ird diferir do ponto
otimizado devido a erros existentes no modelo. No caso da otimizacdo em uma
camada, 0 que temos é que o problema de otimizacao dificulta o de controle, uma
vez que a sintonia deste ultimo, de forma que problemas de estabilidade nao
surjam, pode ndo ser um procedimento trivial.

. atualizagdo do modelo: os modelos empregados sdo apenas descri¢cbes do processo
real e desta forma existem erros em relacao a este. Ainda, determinados parametros
podem variar com o tempo devido a inUmeros fatores como por exemplo problemas
de incrustacdo, etc. Novas restricbes podem ou ndo ser incorporadas. Logo a
atualizacdo do modelo é essencial.
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As dificuldades de resolucdo do problema de otimizacdo em tempo real podem entdo ser

expressas como:

estabelecimento do modelo matematico: as dificuldades neste item sdo as
habitualmente conhecidas, i.e., se devem ao compromisso de se ter um modelo capaz de
reproduzir os dados da planta e de ser este relativamente simples. Adicionalmente, deve
ser possivel estabelecer uma funcdo econémica que tenha como parametros dados
mensuraveis. O problema econdmico resultante que se quer resolver é constituido de
funcBes ndo lineares e recebe 0 nome de problema da programacao néo linear (PPNL).
uso de um algoritmo de solucdo adequado: basicamente, o que devemos ter é um
método numérico que seja capaz de resolver o PPNL de uma forma eficiente e robusta.
O que ocorre é que ainda ndo existe um algoritmo que tenha estas duas caracteristicas
desejadas para todos os problemas da PPNL. Assim, duas alternativas surgem, usar 0s
algoritmos existentes quando isto é possivel ou desenvolver um novo, sendo a ultima
alternativa uma area de pesquisa em aberto.

validacédo dos dados de entrada: todas as medidas que sdo lidas devem ser validadas.
Sucintamente, a resolucdo desta etapa pode ser feita através da técnica de reconciliacdo
de dados. Ainda, dependendo de como a estratégia de otimizacdo é formulada, é
necessario saber identificar se a planta estd no estado estacionario. Este procedimento
pode ndo ser trivial.

implementagdo dinamica: esta etapa estd relacionada com a garantia de se ter uma
estratégia robusta. Basicamente, as acBes efetivamente implementadas na planta ndo
podem desestabiliza-la. Pode-se querer fazer uso da teoria de controle robusto para se
minimizar efeitos de perturbagdes ndo medidas e erros nos modelos usados. Este
procedimento ndo € trivial e dependendo de como a estratégia de otimizacdo €
formulada, podem ndo existir resultados da literatura que possam ser aplicados. Ou seja,
esta também € uma area de pesquisa em aberto.

validacdo do modelo: como o modelo é uma simplificacdo do processo real, 0s
parametros deste devem ser continuamente atualizados, procedimento este ndo trivial,
especialmente para o caso ndo linear. Novamente, trata-se de uma area de pesquisa em

aberto.
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Percebemos que o assunto da otimizagdo de um processo em tempo real € muito complexo.
O que ocorre € que cada pesquisador atuando nesta area contribui um pouco para a
resolucdo de cada um destes itens. Verificamos que um dos itens mais criticos para que se
possa realizar a otimizacdo em tempo real é se ter a disponibilidade um algoritmo de
resolucdo dos problemas da PNL robusto e eficiente. A questdo da robustez, entendida na
presente tese, como a capacidade do algoritmo em obter uma solucéo estacionaria e
portanto vidvel para todo problema possivel que se quer resolver € um quesito que
freqlientemente ndo se observa nos algoritmos da literatura. Esta caracteristica é de vital
importancia, uma vez, que na otimizacdo em tempo real, atua-se constantemente no
processo, 0 qual ndo pode ficar sem controle, situagédo que pode corresponder ao caso de
ndo se obter uma solucdo vidvel. A obtencdo de uma solucdo de cela ou de maximo ao
invés de minimo é menos critica sob o ponto de vista de operagdo da planta. Neste caso,
pode-se, e.g., desconsiderar os valores de referéncia gerados na otimizacdo ou incluir

restri¢cbes na propria funcéo objetivo.

A n&o existéncia de um algoritmo robusto, em outras palavras, confiavel, invalida qualquer
estratégia de otimizacdo, isto é, nada garante que ela ird de fato funcionar. Por esta razéo
concentramos a nossa atencéo, na presente tese, no estabelecimento de um algoritmo mais
robusto em relacdo aos existentes. Ainda, mostramos 0 seu uso para a resolucdo do
problema de otimizagdo em tempo real do conversor FCC. Propusemos algumas formas de
efetuar a implementacdo da otimizacdo e assim contribuimos em dois dos acima
mencionados itens para a resolucdo do problema da otimizagdo. As contribuicdes sdo

melhor caracterizadas no item seguinte.
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I11.  Estudos realizados e relevancia destes - objetivos e inovacéo

No item anterior, destacamos o problema da otimizacdo em tempo real e mostramos quais
sdo os assuntos que a compdem. Escolhemos como alvo de pesquisa dois destes itens, a
saber: a elaborac@o de um algoritmo de solucédo dos problemas da PNL e a propositura
de uma estratégia de otimizacado, sendo estes os dois objetivos basicos da presente tese.
Com isto, concluimos que a realizacdo da otimizacdo em tempo real é factivel nos
processos industriais. Com relacdo ao esfor¢co computacional gasto, verificamos que talvez
possa haver a restricdo de ndo se poder incluir muitos equipamentos de uma sé vez no

problema econdmico, mas que a aplicacdo da estratégia por pedacos da planta é realizavel.

Diversas inovacdes foram introduzidas na presente tese, as quais se dividem nos seguintes
quatro aspectos basicos: modificacdes no algoritmo de programacdo quadratica sucessiva
(SQP) cléssico, classificacdo e resolucdo de problemas da PNL, caracterizacdo das
solugdes do problema da PQ, andlise do procedimento da otimizacdo em tempo real. Na

discussdo que segue iremos tratar de cada um destes itens.

Com relagdo a elaboragdo do algoritmo SQP, muitas inovagfes foram introduzidas,
especialmente no que tange aos resultados obtidos. A principal contribuicdo cremos que se
deu com relagdo a flexibilidade do algoritmo que se obteve com a introducdo de dois
parametros de sintonia, inexistentes nos algoritmos da literatura. Inicialmente, na tese,
efetuamos uma discussdo critica sobre os algoritmos existentes e dos problemas que podem
surgir. A partir dai, verificamos o interesse em se trabalhar com problemas da programacéo
quadrética (PQ) ndo convexos e desenvolvemos um algoritmo para tal fim. Assim, o
Hessiano ¢ calculado por diferencas finitas ou por expressdes analiticas. Neste ponto, cabe
salientar, que de nosso conhecimento existem apenas duas outras linhas de pesquisa na
literatura com relacdo a se trabalhar com problemas da PQ ndo convexos, as de
Bartholomew-Biggs & Hernandez (1995) e de Lucia et ali (1996). As inovagdes do

algoritmo se resumem aos seguintes itens:

» tratamento para 0s casos em que as restricdes de limites sdo linearmente dependentes
das de igualdade: a direcdo de Newton gerada € confinada de forma que restri¢des de

limite nas variaveis ndo sejam violadas.
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« tratamento para o caso em que os gradientes das restricdes de igualdade séo nulos e
para o caso em que o gradiente reduzido das restricdes de desigualdade é nulo:
tratamentos simplificados sdo mostrados. O procedimento mostrou ser eficiente,
embora para alguns dos tratamentos ndo exista garantia de convergéncia global. As
alteracdes para este caso, no entanto, podem ser facilmente incorporadas.

o forma de se atualizar e preparar o conjunto ativo: permite-se que se ative uma
restricdo a mais em relacdo ao numero de variaveis do problema da PNL. Desta forma,
introduz-se um novo tratamento de restricdes linearmente dependentes. A estrutura
permite que problemas da PQ inviaveis ou bastante ndo convexos, 0s quais
denominamos de criticos ou ardilosos sejam identificados. Com isto dificuldades de
resolucdo do problema da PNL podem ser antevistos. Para o caso do sistema de KKT
ser de posto deficiente, forma-se um problema ampliado, o qual é resolvido por
minimos quadrados, procedimento, este, inédito.

e a direcdo de busca pode ser alterada quanto ao sentido de direcdo durante o
procedimento de minimizacdo da funcdo de mérito: esta, também, é uma abordagem
nova, embora recentemente outros algoritmos (Lucia et ali, 1996) facam uso deste
procedimento.

» criacdo de parametros de sintonia: o algoritmo possui dois parametros de sintonia. Um
¢ com relacdo a estimativa inicial dos multiplicadores de Lagrange e o outro com
relacdo aos valores que sdo impostos aos multiplicadores de Lagrange em determinadas

situacOes, como problemas da PQ inviaveis, criticos e ardilosos.

Estabelecido o novo algoritmo denominado MISQPSOL, nos propusemos a analisa-lo. Ao
iniciarmos a anélise, verificamos a necessidade de melhor compreender os problemas da
PQ nédo convexos, uma vez que esta € uma das linhas divisoras do nosso algoritmo em
relacdo a maioria de algoritmos SQP existentes na literatura. Verificamos que poucos
resultados encontram-se a disposicdo na literatura, alias o que pode ser depreendido das
afirmagfes, muitas vezes meramente qualitativas, em Lucia et ali (1996). Assim,
procedemos a uma classificacdo das solucfes de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) estacionarias
de problemas da PQ. A partir destas, pode-se prever o comportamento do algoritmo SQP e
verificar se este pode falhar ou ndo. Esta contribuicdo, ao nosso ver, é grande. Ainda mais
importante, cremos que € a utilizacdo destes para a compreensdo do comportamento dos

algoritmos SQP. Incluem-se aqui aqueles que tratam de problemas da PQ convexos e ndo
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convexos. Por exemplo, pode-se ter em mente porque é de interesse que se trabalhe com

Hessianos indefinidos. Ou quando alterar o valor da direcédo de busca ndo traz vantagens.

Com relagdo a anélise do algoritmo proposto, cremos que esta é uma contribuicdo menos
significativa frente as outras, pois este € um assunto da algada dos matematicos, os quais,
diga-se de passagem, efetuam andlises bem mais abrangentes e rigorosas que as ora
apresentadas. A importancia deste assunto se deu na melhor compreensdo do problema e
por ser a fonte motivadora da analise da classificagdo das solucbes da PQ, esta sim, sendo
de grande relevancia para o estabelecimento dos pontos dos algoritmos SQP que merecem

destaque.

Com relacdo ao desempenho do algoritmo proposto, observamos que escolhidos os
parametros de sintonia do algoritmo para um dado problema, a convergéncia do algoritmo
para uma solucdo estaciondria e vidvel dos problemas da PNL testados se deu em 100%
dos casos. Estes problemas incluiram alguns bastante complexos como os exemplos de
Psiaki & Park (1995) que apresentam um problema com acentuada curvatura e um outro
com uma caracteristica ndo convexa fortemente acentuada. Outros problemas sanados
correspondem a gradientes de restricdes nulos ou linearmente dependentes. Ainda,
propusemos uma forma alternativa de classificar os problemas quanto a sua dificuldade
inerente. Esta se mostrou mais eficiente em se prever dificuldades na solucdo do problema
em relacdo as abordagens mais freqlientemente usadas na literatura que séo dependentes da
dimensdo relativa do problema da PNL. Basicamente, a idéia proposta € a de se analisar as
funcBes existentes no problema da PNL e verificar que caracteristicas estas tém. A cada
uma destas caracteristicas atribuimos um valor e a soma destas caracteristicas define a
complexidade do problema. Com isto, conseguimos definir adequadamente todos os
problemas a excecdo de um deles, o qual ndo apresenta nenhuma dificuldade aparente, a
ndo ser a sua elevada nao convexidade. Esta porém pode ser dificil de ser medida a priori e
esta relacionada a existéncia de varios problemas da PQ que definimos como criticos ou

ardilosos.

Com relacdo a propositura da estratégia de otimizacdo em tempo real, as inovagdes se
devem mais a analise efetuada dos procedimentos adotados. Mostramos como a estratégia

de otimizacdo em uma e duas camadas pode ser realizada. Os procedimentos usados ainda
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ndo constam de nenhuma publicacdo na literatura, podendo ser considerados originais.
Contudo, esta ndo é uma caracteristica importante, uma vez que qualquer engenheiro
criativo poderia propor formas alternativas. O que quisemos ressaltar sdo as dificuldades
que se encontram quando da sintonia da estratégia de otimizacdo e a escolha das varidveis
mais relevantes, incluindo a configuracéo de controle usada. Mostramos que a dindmica do
processo influencia o problema de otimizacdo e notadamente a estratégia em uma camada
pelo efeito da retroalimentacédo das varidveis controladas. Assim, a analise de robustez da
estratégia final deve levar em conta o efeito da dindmica do processo. Este é um aspecto
que ao nosso ver, ainda, ndo foi referenciado em nenhum artigo e que merece atencédo

futura.
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IV.  Atese - forma de apresentagdo

A presente tese é apresentada, além da presente introducdo, em mais sete capitulos e dois

apéndices, 0s quais passam a ser descritos em seguida.

capitulo 2:

capitulo 3:

capitulo 4:

capitulo 5:

O problema da PNL e seus algoritmos de solucéo - neste capitulo temos
por objetivo efetuar uma revisdo bibliografica critica do problema de
programacdo ndo linear (PNL). Este é definido e as dificuldades de
resolucdo sdo apontadas. Os algoritmos existentes sdo analisados e
problemas para os quais eles podem falhar sdo apontados. A importancia
deste capitulo é em mostrar o porqué do objetivo principal da presente tese,
a saber, 0 estabelecimento de um novo algoritmo de programacdo quadratica
sucessiva.

O algoritmo MISQPSOL - neste capitulo apresentamos com pormenores 0
algoritmo elaborado.

Anélise do algoritmo MISQPSOL - neste capitulo, objetivamos estudar o
comportamento do algoritmo desenvolvido. Inicialmente, o problema da
programacdo quadratica € caracterizado. Ainda, alguns resultados da teoria
de sistemas lineares sdo apresentados. Com isto criam-se ferramentas que
possibilitam caracterizar o funcionamento do algoritmo. A andlise que é
feita € com relacéo a convergéncia do algoritmo de solugédo da PQ para uma
solucdo estacionéria ou ndo. A partir destes resultados pode-se saber se a
direcdo de busca gerada € adequada. Comentarios sao feitos com relacdo aos
casos de falha do algoritmo.

Validagao do algoritmo MISQPSOL- neste capitulo usamos o algoritmo
desenvolvido para resolver diversos problemas da literatura. Estes foram
selecionados de forma a testar o algoritmo para diversas situacbes em que 0s
algoritmos existentes na literatura podem ndo convergir para um solucdo
estacionaria ou até mesmo viavel. Os problemas sdo de diferente natureza,
sendo muitos deles da area de engenharia quimica. Alguns poucos s&o
problemas meramente matematicos, construidos com a finalidade de testar
particularidades dos problemas da PNL. Alguns destes, como os exemplos

11 e 12 sdo de dificil solucdo. Selecionamos, ainda, diversas estimativas
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capitulo 6:

iniciais e os parametros de sintonia do algoritmo foram variados. Com isto,
conseguimos verificar a influéncia e dependéncia destes na resolugéo dos
problemas. Os exemplos escolhidos séo todos de programacdo ndo convexa
e apresentam ordem de dificuldade variada. Propusemos uma forma
alternativa a da literatura para prever o grau de dificuldade esperado para
que se encontre a solucdo do problema. A medida foi capaz de prever
diversas dificuldades, restando apenas um problema para o qual, a priori,
ndo se tem medida de sua complexidade (exemplo 12). O algoritmo
funcionou bem mostrando um desempenho quanto a robustez superior a de
diversos algoritmos da literatura.

Otimizacgédo de um conversor FCC em tempo real - abordagem de uma e
duas camadas - neste capitulo mostramos como o problema de otimizacao
em tempo real pode ser resolvido mediante o uso do algoritmo MISQPSOL.
Propusemos algumas estratégias, trés correspondentes a otimizacdo em duas
camadas e outras duas em uma camada, todas elas se mostrando factiveis.
Para cada caso, mostramos como 0s modelos podem ser estabelecidos e
também como as agdes de controle podem ser calculadas. Mostramos que o
problema da otimizacdo em tempo real é bastante complexo e um
desempenho adequado da estratégia proposta depende ndo s6 de uma
sintonia adequada dos controladores usados, mas também da propria
elaboracdo da estratégia. Por exemplo, a selecdo de variaveis adequadas
como variaveis controladas, ou, a ndo inclusdo de determinadas variaveis,
aparentemente ndo importantes para o problema econdémico, fazem com que
a estratégia proposta possa ter um desempenho ndo adequado. A existéncia
de um algoritmo robusto para a resolucdo do problema da PNL mostrou ser
uma ferramenta importante além de tornar o procedimento de estudo da
otimizacdo em tempo real bastante flexivel. Ainda, mostramos que para 0
problema real diversos aspectos de sintonia devem ser levados em conta.
Ainda, a solucéo 6tima obtida para a estratégia em uma camada € fortemente
dependente da sintonia. Ou seja, a retroalimentacdo, i.e., a propria dindmica
do sistema, provoca uma alteracdo do ponto de operacdo 6timo da planta.
Esta é uma caracteristica interessante que nao € discutida na literatura e

assim neste capitulo muitos aspectos de ordem pratica sdo considerados.
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capitulo 7:

capitulo 8:

apéndice 1:

apéndice 2:

Com isso, objetivamos mostrar os cuidados que devem ser tomados no
procedimento da implementacdo de uma dada estratégia de otimizacéo.
ConclusBes e sugestbes para continuidade da pesquisa - neste capitulo
mostramos quais as linhas de pesquisa iniciadas na presente tese.
Realizamos um panorama do que foi feito e dos assuntos que devem ser
estudados. Basicamente, a exposicdo mostra que a continuidade do presente
trabalho pode se dar em duas linhas. Uma relativa a elaboracédo do algoritmo
e a outra em relacdo ao estudo da estratégia de otimizacdo. Com rela¢éo ao
algoritmo, estudos sao interessantes com relacéo a formas mais eficientes de
se calcular a decomposicdo de matrizes, célculo do Hessiano e atualizacdo
de matrizes. Ainda, relaxamentos no conjunto ativo 6timo podem ser
desejados. Com relacdo a um aumento da robustez, é interessante que
melhor se entenda o papel da funcdo de mérito e que se utilize o fator de
atenuamento para contornar determinados problemas de ndo convexidade
acentuada. Estes aspectos ndo sdo triviais € merecem um estudo mais
pormenorizado. Além disso, a fase de pOs-processamento poderia ser mais
elaborada ou até mesmo em algumas situacdes poder-se-ia forcar a matriz
Hessiana a ser positiva definida no plano tangente as restri¢fes ativas. Com
relacdo a estratégia de otimizacdo em tempo real, os estudos mais relevantes
seriam com relacéo a robustez da estratégia final proposta. Ou seja, como a
dindmica do processo influencia a obtencdo da solucdo 6tima do problema.
Além disso, a incorporacdo de distdrbios na planta é importante para que se
tenha um melhor entendimento do real funcionamento das estratégias em
otimizacdo em uma e duas camadas.

Referéncias bibliograficas - todos os artigos, teses e livros usados para a
compreensdo dos assuntos concernentes a tese ou referenciados séo listados.
Apresentacdo das provas dos lemas do capitulo 4 - apresentamos as
provas neste apéndice para facilitar a leitura do capitulo 4.

Exemplos usados na validagdo do algoritmo MISQPSOL - os exemplos

usados no capitulo 5 sdo listados e comentados.
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CAPITULO 2: O PROBLEMA DA PNL E SEUS ALGORITMOS DE SOLUCAO

I O problema da programacéo néo linear (PPNL)

Define-se um problema de programacao néo linear (PPNL) como qualquer um que possa

ser descrito por (P1).

encontre X JIR" se este existe tal que:

fC)=minf(x) X ={xIx OX°; h(xE 0;g(x)x ¢ (P1)

sendo, f:IR" - IR;h:IR" = IR™; g:IR" - IR? e X° é um espaco aberto contido em

IR", f é denominada funcédo objetivo e X é o espaco das restricdes do PPNL.

Para o caso em que X e f sdo convexos, tem-se que o conjunto de solugdes de (P1) é
convexo (Mangasarian, 1969), ou seja, para quaisquer duas ou mais solugdes x. de (P1) o
valor da funcgdo objetivo serd o mesmo. Se ainda f for estritamente convexa entdo pode-se
mostrar (Mangasarian, 1969) que a solucéo 6tima de (P1) sera unica. No caso em que (P1)
ndo é um problema de programacao convexa tais propriedades j& ndo se verificam e assim
podem existir diversas solugdes 6timas locais, isto é, a funcéo objetivo assume um valor
minimo perto de uma certa vizinhanga. As solugdes 6timas locais podem ser obtidas a

partir da resolucéo do problema (P2) dado a seguir:

encontre X~ se este existe tal que:

xOBy(x'n XJ f@&) f(x) (P2)

sendo, 3>0 e Bs(X) uma bola aberta em torno de x.
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A resolucdo de (P1) ou (P2) é feita a partir de propriedades que devem ser satisfeitas pela
solucdo do problema. O estabelecimento destas, as quais s&o denominadas de condigdes de
otimalidade, depende de hipéteses e ainda hoje é alvo de pesquisa como pode ser visto,
e.g., em Lee & Yung (1996), Blot & Michel (1996), Yezza (1996), Dontchev et ali (1995),
Ye (1995), Cao (1995), Tapia & Tronet (1994), Zheng (1994), loffe (1989).

A resolucdo de (P1) é bastante mais complexa que a de (P2) e, assim, um procedimento
freqUentemente adotado é resolver (P2). Neste texto, sempre que nos referirmos ao PPNL,
estamos nos reportando a (P2). Analisando (P2), percebemos que nesta formulacdo esta
implicito que é possivel descrever os pontos vidveis pertencentes a vizinhanga viével

definida por B;(x") n X . Assim, seria interessante discutir como estes podem ser

caracterizados. Se um ponto x pertence a vizinhanca viavel de x’, entdo isto quer dizer que
podemos andar ao longo de um caminho n&o linear partindo de x~ até atingir x. Este
caminho é denominado de arco vidvel. Podemos melhor caracterizar o arco viavel como

sendo uma curva diferenciavel parametrizada por um escalar v, a saber, x = ¢(v), obtida a

partir de um ponto viavel x” qualquer de forma que:

¢(0) = x"

h(g(v)) =0

g(g(v)) <0 (2.1.1)
dg

v ©®=£0

paratodov: 0sv<v;v>0

Percebemos que necessitamos estabelecer condigdes de existéncia de um arco viavel. Estas
deveriam ser preferencialmente obtidas a partir de propriedades conhecidas das funcgdes
que descrevem o problema (P2), e.g. os mapeamentos h, g. As condi¢des que os
mapeamentos h, g devem satisfazer para que consigamos caracterizar 0s arcos viaveis
chamamos de qualificagcOes de restricdes. Em Nemhauser et ali (1989), uma qualificacdo de
restricbes € mostrada para 0 caso em que as restricdes sao diferenciaveis em X, a qual é

apresentada a seqguir:
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“A condicdo de qualificacdo é valida em x" se para qualquer vetor ndo nulo d com
Oh"(xY)d= 00 g"(xY)d 0O , d é tangente a um arco viavel duplamente diferenciavel

originado em x".

Uma qualificacdo de restricdes bastante usada é a de se ter os componentes dos gradientes
das restri¢cBes linearmente independentes (LI). O enunciado desta qualificacdo é dado em

(C1) e faz uso da definicdo de ponto regular.

definicdo 2.1.1: do ponto regular - um ponto x é dito regular quanto as restri¢oes

definidas pelos mapeamentos h e g se h(x) =0; g(x) <0 e se os componentes dos

gradientes de h e g avaliados em x sdo L.

(C1) X é ponto regular das restricdes h(x)=0 e g(x)<O0.

Outras condicdes de qualificacdo de restricdes podem ser encontradas e.g. em Mangasarian
(1969) ou Bazaraa et ali (1993). Em seguida, apresentamos duas condi¢Ges de otimalidade
extraidas de Mangasarian (1969). O teorema 2.1.2 é particularmente importante e a
condicdo (KKT) é a mais frequentemente empregada pelos algoritmos de solugdo do
PPNL.

teorema 2.1.1: (condicdo de otimalidade suficiente do problema (P1)) - Seja
L(x,A,i) = f(X) +ATh(x) +u"g(x) com A OIR™; pJ IRP. Se existem
X OX% AT IR™ud IRP;m™ 0O tais que a condicdo C2 se verifica
para todos AOIR™; XJ X° e p=0;p OIR? entdo x & solucdo de
(P1).

(C2) LA ) < LOC A ) S L(GAT 1)

teorema 2.1.2: (condicdo de otimalidade necessaria para casos particulares dos

problemas (P1) ou (P2)) - Seja X" uma solucéo global de (P1) ou uma

solucdo local de (P2). Sejam f, h, g diferenciaveis em x. Se h ou g
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satisfazem (C3) ou (C4) ou (C5) entdo existem A" OIR™ e p” OIR?
tais que a condigédo (KKT) se verifica.
El]fT(x*)k AR (x® pd g7(&) o
[g(x) <0
(KKT) Hh(x) =0
0. .
1 9(x) =0
Hi >0
(C3) qualificacdo de Karush-Kuhn-Tucker em X

Ce:E- IR"; E= [0,1]0 IR;t.q.

y OIR" o = ¥
g7 () 0 o0 =
O (x')y= O O e(r) OX;1J E
| = {i|g (') _(} e e’ diferenciavelem 7 =0 e:
i de(0)
ar = vy paraalgumv >0
(C4) qualificacdo fraca de Arrow- Hurwicz-Uzawa:

« h é tanto pseudoconvexa como pseudocdncava em x~

Ogs(x)z 0
« (Ogi(x)z= 0) tem uma solugdo zOIR", sendo P e Q
Oh"(x )= 0

definidos por:
P= {i|gi (x") =0; e g, ' pseudoconcava em x*}
Q= {i|gi (x") =0; e g, ndo e’ pseudocdncava em x*}
(C5) qualificacdo de Arrow-Hurwicz-Uzawa modificada:
« h é continuamente diferenciavel em x~
« 0s componentes de Oh(x") sdo linearmente independentes
Og/ (x)z 0
« 0 sistema <DhT(X*)Z= 0  temsolucéo z JIR".

1 ={ilg,(x) =0

Ou seja, se um dado ponto descrito por {x,A,u} satisfaz (KKT) entdo ele é um forte
candidato a ser solucdo de (P2). Note, porém, que o teorema diz que para que 0 ponto

{x,A\,u} seja solucdo de (P2), ele deve satisfazer (KKT). Ou seja, se obtemos um ponto que
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satisfaca (KKT) nada garante que ele seja de fato a solugdo procurada. Para se ter certeza
de que um ponto que satisfaca (KKT) e as condic¢des de qualificagéo seja solucdo de (P2),
outras condicbes devem ser estabelecidas, as chamadas condi¢cGes de otimalidade

suficientes.

Resta, pois, tratarmos das condigdes suficientes de otimalidade. Para tanto iremos fazer uso

da definicédo de plano tangente, denotado por I1, dada a seguir.

definicdo 2.1.2: do plano tangente /7 - Sejam as restri¢ces ativas no ponto x denotadas por
q(x)=0, q(x) :{h(x);g, (x)}; I :{ i|g; (x) :}) . Sejam, ainda, h e g diferencidveis em
X° O plano tangente T as restricdes q(x)=0 ¢é definido por:

M ={y:Dq(x)y: 0;yJ IR" e® (} .
O seguinte teorema € extraido de Mangasarian (1969).

teorema 2.1.3: (condicéo suficiente de otimalidade) Sejam X° um espaco aberto, f, h, g
definidas como em (P2). Sejam, ainda, x” X ° e o conjunto | dado por
| = [i |g,(x) = 0] . Sejam ainda f, h, g, respectivamente pseudoconvexa,
diferenciavel  pseudoconvexa e pseudocOncava, diferenciavel

pseudoconvexa em x . Se existem A, B O IR" tais que {x A*u’}

satisfazem (KKT) entdo X" é solucdo de (P2).
Outros enunciados do teorema 2.1.3 podem ser feitos, a saber:

variante 1: substituir as condicbes sobre f, h, g, pela seguinte: para
yOm 7 *L(x",A,u>y 0, condicdo esta comumentemente expressa como o

Hessiano do Lagrangeano na solucdo 6tima deve ser positivo definido (PD) no plano

tangente.

variante 2: substituir a condigdo anterior por Z'O*L(x",A",i)Z deve ser PD, sendo que

Z é uma base para o kernel das restrigdes ativas na solucdo 6tima.
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As condicbes acima sdo suficientes, i.e., quando elas se verificam, caracteriza-se uma
solucdo de (P2). Sdo freqlientemente chamadas de condigdes suficientes de segunda ordem.
Uma condi¢do mais fraca é a de que a caracteristica de serem as matrizes nas variantes 1 e
2 PD seja substituida pela propriedade de serem elas positivas semidefinidas (PSD), tendo-

se, entdo, a condicdo necessaria de segunda ordem.
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Il Algoritmos de solugdo do PPNL

Na presente exposi¢do, como € de praxe, chamaremos de algoritmo a uma dada maneira de
se aplicar um método de resolucdo do problema (P1) ou (P2) e codigo a implementagédo

computacional do algoritmo proposto.

Lootsma (1985) ressalta que um bom algoritmo para a resolucao do problema (P1) ou (P2)

deve ter as seguintes caracteristicas desejaveis:

1. o algoritmo deve ser robusto, i.e., deve ser capaz de resolver o maior nimero de
problemas da PNL
2. 0 algoritmo deve ser capaz de lidar com problemas pequenos, médios e grandes

3. o algoritmo deve ser eficiente

Assim, a escolha de um algoritmo deve ser precedida da escolha de um dado método de
resolugdo. Faz-se necessario, entdo, conhecer as diferentes maneiras de se resolver o

problema da PNL, para que entdo um algoritmo possa ser escolhido.

De uma forma geral, todos os métodos numéricos de resolucdo do problema (P1) ou (P2)
fazem uso de um esquema iterativo em que a partir de uma estimativa inicial qualquer (x°,
A%, 1°) obtém-se uma seqiiéncia de valores {x, A, Hk} que converge para a solugdo 6tima
(x", A", u°) do problema (P1) ou (P2). O que distingue um método do outro é a forma com

que esta sequiéncia de valores é calculada.

Os problemas reais sdao em geral de programacdo ndo convexa, ou seja, podem existir
diversas solucBes Otimas locais, i.e., solu¢bes do problema (P2). Assim, os algoritmos que
se baseiam nas condi¢des de (KKT) resolvem o problema (P2) ao invés do (P1l). A
obtencdo da solucdo (global) de (P1) é bem mais complexa e ndo serd alvo de estudo da

presente tese.

Os algoritmos de otimizacdo normalmente transformam o problema em subproblemas
soltveis. Os primeiros métodos que surgiram na literatura (método das penalidades, de

barreiras e da funcdo Lagrangeana aumentada) objetivavam transformar o problema
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original em um problema irrestrito. Isto, porque métodos para a solucdo do problema

irrestrito, eram conhecidos.

A ideia por tras dos métodos que resolvem problemas irrestritos € gerar uma sequiéncia de

valores {xy} como:

Xk+1 = Xk + oy

onde, di indica uma diregdo de busca descendente e ay a amplitude que se ira deslocar
nesta dire¢do. Se o gradiente da funcdo objetivo (CJf(x)) for ndo nulo em Xk entdo di e a,
podem ser escolhidos de modo que f(xk+1)<f(xk) (Gill et ali, 1988). A incorporacdo de

restricdes lineares e de limites nas variaveis ndo afeta este procedimento descrito. Este

grupo de métodos recebe a denominacdo de métodos descendentes.

Uma alternativa a estes métodos sdao os metodos dos gradientes reduzidos e projecdo do
gradiente, para os quais o0 problema irrestrito é formado reduzindo-se as variaveis em
funcdo das restrigdes. Segundo Gill et ali (1988) este grupo de métodos ndo se mostra
eficiente para problemas com restricdes fortemente ndo lineares, ao contrario do que dito
em Lasdon & Waren (1983). Um outro inconveniente destes métodos é a sua dificil

implementacao.

Posteriormente, desenvolveram-se outros métodos (método da projecdo do Lagrangeano,
algoritmo SQP), os quais transformam o problema original restrito em subproblemas
restritos mais simples. Ainda, uma outra forma de se distinguir os diferentes algoritmos é
quanto ao uso da funcdo Lagrangeana. Alguns (método das penalidades, de barreiras e
método generalizado dos gradientes reduzidos) usam a funcdo Lagrangeana
implicitamente, enquanto outros trabalham diretamente com esta (método da projecdo do
Lagrangeano, funcdo Lagrangeana aumentada, algoritmos de programacdo quadratica
sucessiva (SQP)), (Gill et ali, 1988). Um outro grupo de métodos que também é citado para
a resolucdo da PNL é o algoritmo SLP (programacao linear sucessiva). A idéia basica deste
é linearizar-se o PNL em torno de um ponto e aplicar a programacdo linear (PL) para a sua

resolucdo. Na nova iteracdo, efetua-se uma nova linearizagdo em torno do ultimo ponto
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obtido e prossegue-se com o algoritmo. A vantagem deste € a sua facil implementacéo.
Quando a solugdo 6tima encontra-se no vértice, a convergéncia € rapida. Além disso,
problemas grandes podem ser tratados. Entre as desvantagens deste, citam-se a lenta
convergéncia para problemas em que a solucdo 6tima ndo se encontra nos vertices e o fato
de que as restricdes ndo lineares sdao violadas enquanto se estiver longe da solucdo 6tima
(Lasdon & Waren, 1983).

Descrigdes sobre o funcionamento destes métodos podem ser encontradas em Gill et ali
(1988), Gill et ali em Nemhauser (1989), Papalambros & Wilde (1988) ou Bazaraa et ali
(1993).

Percebemos que inimeros métodos existem. Para problemas pequenos e de médio porte o
método SQP é considerado o melhor dentre eles por inUmeros autores (Gill et ali 1988,
Conn et ali, 1991, Heinz & Spellucci, 1994). Para problemas de grande porte ndo ha
consenso sobre o melhor método a ser empregado e esforcos vem sendo feitos para
melhorar o desempenho dos algoritmos SQP e também no desenvolvimento de algoritmos
pertencentes ao método do Lagrangeano aumentado (Schmid & Biegler, 1994, Conn et ali,
1991, Bartholomew-Biggs & Hernandez, 1995, Psiaki & Park, 1995, Lucia et ali, 1996).
Como os problemas a serem resolvidos na tese sdo de médio e pequeno porte, optamos pela
escolha do método SQP. Ainda, um algoritmo definitivo ndo existe. Problemas de
convergéncia podem existir e inUmeras adaptac6es visando-se a um aumento de eficiéncia
podem ser feitas. Em funcéo disto partimos para o estabelecimento de um novo algoritmo
SQP.
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Il. Os algoritmos SQP

1.1 Introducgéo

Credita-se a origem dos algoritmos de programacao quadratica sucessiva (SQP) a Wilson
(1963), tendo sido, no entanto, estendidos e generalizados apenas nos idos de 1972 a 1977.
Desde entdo, é notdria a posicdo de destaque por eles ocupada entre os algoritmos de
resolucdo do problema da programagdo ndo linear (PNL). Isto se deve ao éxito destes

algoritmos na resolucao de problemas da PNL de pequeno e médio porte.

Muitos anos se passaram e ainda ndo existe um algoritmo SQP definitivo, uma vez que o
problema que se deseja resolver é complexo. Embora a concepcdo do método SQP seja
conceitualmente simples, a implementacdo do algoritmo requer cuidados. Cuidados, estes,
necessarios para que a complexidade inerente aos problemas da PNL (PPNL) ndo ocasione

dificuldades tamanhas que impossibilitem a sua resolucao.

Refletindo sobre os aspectos destacados nos paragrafos precedentes percebemos que a
compreensdo do método requer que se entenda a idéia do algoritmo e como ela é
concretizada. Ou seja, urge que se defina a classe de algoritmos SQP e como estes

resolvem o problema da PNL.

Como qualquer um dos outros algoritmos de resolugdo de PPNL, os algoritmos SQP
correspondem a um metodo iterativo que gera uma sequéncia de valores {xy, Ax, W} que
converge para a solucio do problema (P2) dada por (x’, A", 1°). A diferenca para os demais

métodos reside, pois, em como esta sequéncia de valores é gerada.

O estabelecimento desta sequéncia pode ser interpretado de formas diferentes. Duas delas
merecem atencdo especial. Objetiva-se obter a solucdo (x, A", p') de (P2) e sabe-se que
esta deve satisfazer as condi¢6es de KKT. Por outro lado, as condi¢gdes de KKT nada mais
sdo que um sistema de equacdes ndo lineares. Assim, obter a solugcdo 6tima de (P2) nada

mais é que resolver um sistema de equacges F(x,A,u) =0. Desta forma uma primeira

interpretacdo surge em Stoer (1985), a saber, 0os métodos SQP séo essencialmente métodos
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de Newton ou quasi-Newton de resolugdo de F(x,A,) =0 dado pelas condi¢fes de KKT.

Resta pois analisarmos como este sistema de equaces € resolvido.

Wright (1989) define os métodos SQP como sendo aqueles em que para cada iteracdo do
algoritmo efetua-se uma aproximagéo linear do conjunto X definida como X(x,). Uma
fungdo quadratica é entdo minimizada sobre este conjunto simplificado, obtendo-se os
novos valores da sequiéncia {Xx, Ak, HUk}. Esta minimizacdo de uma funcdo quadratica
sujeita a restri¢des lineares corresponde a um problema de programacéo quadratrica (PQ).
Assim, devemos analisar como este deve ser formulado. Palomares & Mangasarian (1976)
argumentam que se construirmos o problema da (PQ) de forma que a funcdo Lagrangeana
deste seja igual a uma aproximacao quadratica do Lagrangeano do problema (P2), entdo a
solucdo da (PQ) é a solugdo de (KKT) de uma aproximagao quadratica do Lagrangeano de
(P2) na iteracdo considerada. Se o termo quadratico da funcdo objetivo for igual ao
Hessiano do Lagrangeano entdo tem-se 0 método de Newton, caso o0 primeiro seja apenas

uma aproximacéo do Gltimo tem-se um método quasi-Newton.

Em funcdo do que foi exposto temos que a classe de algoritmos SQP, é caracterizada pela

geracdo da sequiéncia {xk Ay ,uk} COMO segue:
1. Resolva o seguinte problema da PQ para obter dy :

min d,TH( A 1), + O T (x,)d,
s.a. 0h' (x)d.= - h(x,)
DQT(Xk)dkS - g(xk)

min 3d,"H(x,, A, g )d, + Of T(x,)d,
" sa X, +d, X (x,)

onde, H é uma aproximacdo do Hessiano do Lagrangeano de (P1) ou (P2) avaliado na
iteracdo k. X(xx) é a aproximacdo linear de X na iteracdo k, obtida expandindo-se as
restricdes em série de Taylor e truncando-se os termos de ordem superior.

2. X =X, +d,

3. Ak+1 € Hk+1 coOrrespondem aos multiplicadores de Lagrange do problema da PQ.
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Percebemos que a esséncia do método SQP & simples. No entanto, sendo um método de
Newton a convergéncia para a solu¢do do problema (P2) serd local sob certas hipéteses,
i.e., a sequéncia {xq, A, tt— (X, A", i) para valores (X, Ak, M) suficientemente préximos
da solucdo 6tima. Como ndo se conhece a solucdo 6tima a priori € necessario que se
efetuem mudancas no algoritmo basico de forma a que se tenha convergéncia global para
uma solucdo de KKT, independentemente do ponto de partida. Se o espaco definido por X
for convexo entdo se a sequéncia for construida como:
Xes = X +0a,d, OX paratodoa, [0 [0 IR, temos que x.1 pertencera a X (Wright,
1989). Pode-se, entdo, definir um problema de minimizacdo em linha de forma a se garantir
a propriedade de convergéncia global do método SQP para esta situacdo (Wright, 1989).
Este € o ponto de partida do método SQP, ou seja, introduz-se uma penalidade no passo 2,

0 qual passa a ser definido como:

X1 = X+, d,
sendo, ax um amortecimento obtido a partir da minimizacgao unidirecional de uma funcéo

objetivo adequada, denominada fungédo de mérito.

Percebemos que diversas particularidades implicitas na exposicao existem e delas depende

0 bom funcionamento do algoritmo, a saber:

1. E necesséario se calcular os gradientes dos mapeamentos f, h, g.

2. E necessario se obter uma boa aproximacao do Hessiano da funcio Lagrangeana.

3. E necessario se resolver o problema da programagcéo quadrética e estabelecer se este tera
solucéo.

4. E necessario se definir a funcdo de mérito e resolver um problema de busca
unidirecional.

5. E necessario se estabelecer um critério de parada, i.e., quando o algoritmo convergiu

para a solucdo 6tima.

Para que melhor se entendam as particularidades apresentadas e a partir destas as
diferencas entre os diversos algoritmos SQP, cada um dos tdpicos sera, em seguida,
abordado.

I11.2  Célculo dos gradientes dos mapeamentos f, h, g
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Para 0 método SQP é vital que se calculem gradientes dos mapeamentos f, h, g em cada

iteracéo em x, a saber, Of (x, )0 h(xD 9(x,).

Citam-se quatro métodos principais para o calculo dos gradientes (Averick et ali, 1994) no
método SQP: uso de fungdes analiticas, uso do método de diferencas finitas, uso de
manipuladores simbdlicos e uso da diferenciacdo automatica. Destes 0 mais
comumentemente empregado é o das diferencas finitas, embora o primeiro e o ultimo
sejam mais precisos. O metodo de diferencas finitas se divide em dois grupos principais, as
abordagens central e dianteira, sendo a primeira a mais amplamente usada. Pormenores de
como a implementacdo computacional deve ser feita podem ser encontrados em
Nemhauser (1989) ou Papalambros & Wilde (1988).

I11.3 Calculo do Hessiano

O célculo do Hessiano é uma etapa fundamental do algoritmo SQP e dela dependera
fortemente a convergéncia do algoritmo. Por exemplo se Hy coincide com a expressdo
analitica, entdo o algoritmo SQP podera ter convergéncia local quadratica (Palomares &
Mangasarian, 1976). Se Hy é calculado por diferencas finitas, o algoritmo pode ter
convergéncia local R-superlinear (Palomares & Mangasarian, 1976) ou quadrética (Bazaraa
et ali, 1993) dependendo das hipéteses feitas. Comportamento semelhante deve ser
esperado se é feito uso do método da diferenciagdo automatica para avaliar Hy. Contudo
estes métodos podem apresentar alguns inconvenientes. Durante uma iteracdo qualquer Hy
pode ser PSD, ND, NSD, indefinido ou até mesmo uma matriz nula. Neste caso, problemas
durante a resolucdo da PQ podem surgir quando Hy sobre o plano tangente as restricdes
ativas ndo for PD ou pelo menos PSD. Nestes casos, pode ndo existir uma solucédo finita
para o problema da PQ, ou ainda, que se tera infinitas solucGes locais. Assim, uma
propriedade interessante que Hy deveria apresentar é a de que esta fosse PD. Em funcdo
desta caracteristica interessante, partiu-se para o desenvolvimento de métodos que
atualizassem Hy mantendo a condicdo desta ser PD. Coleman (1984) efetua uma excelente
discussdo de como estas atualizacbes podem ser obtidas. Refinamentos podem ser
encontradas em outras referéncias bem como a relacdo das expressdes obtidas com a

convergéncia do algoritmo (Stoer, 1985, Palomares & Mangasarian, 1976, Nocedal &
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Overton, 1985). Em verdade, forcar o Hessiano a ser PD pode fazer com que se piore a
taxa de convergéncia do algoritmo. Um exemplo disto pode ser visto no problema dado em
(2.111.3.1) para o qual, a partir de uma certa iteracdo, pode-se mostrar que a direcdo de
busca gerada pelo algoritmo SQP béasico com o uso de expressdes analiticas para o calculo
do Hessiano é dada por (2.111.3.2). Para este problema o Hessiano analitico para qualquer
iteracdo do algoritmo serd sempre NSD. Se forcarmos a matriz a ser PD, ou ainda, PSD,
i.e., alterando apenas o segundo elemento de sua diagonal principal, teremos que 0s
multiplicadores de Lagrange calculados pelo algoritmo SQP a partir de uma certa iteracdo
serdo negativos e ira se resolver durante um certo tempo um problema da PQ irrestrito e
nestas condi¢cdes a direcdo de busca serd dada por (2.111.3.3), resultando em um valor
menor que o obtido por (2.111.3.2). Ou seja, neste exemplo percebe-se claramente o

deterioramento no desempenho do algoritmo.

min X,
sal+x —x: <0
, (2.111.3.1)
1-x,-X%;, <0
X, =%
6, =1%o 2.111.3.2
2k 2%, (2.111.3.2)
1
dyy =~ (2.111.3.3)
' hz,zyk

onde, hy», € 0 segundo elemento da diagonal principal do Hessiano avaliado na iteragéo k.

Além disso, para determinados problemas forcar Hx a ser PD pode fazer com que o

algoritmo SQP néo convirja para uma solucao de minimo de (P2) (Lucia et ali 1996).

O calculo do Hessiano pelo método das diferencas finitas pode se processar de diversas
formas, sendo as mais corriqueiras as centrais, dianteiras e aquelas que utilizam
informacdes dos gradientes. Esta Ultima pode apresentar erros numeéricos significativos
quando os gradientes tambem sdo avaliados pelo método das diferencas finitas. Maiores
pormenores sobre questdes de implementacdo podem ser obtidas, e.g., em Nemhauser
(1989).
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Uma outra abordagem bastante popular € o uso dos métodos quasi-Newtonianos. Estes se

baseiam em um procedimento em que a partir de uma estimativa do Hessiano obtida em

um ponto x, diga-se, OT(x,), obtém-se uma nova estimativa em um ponto X1, a saber,

O%T(X,.,) , resolvendo-se um problema do tipo (2.111.3.4).

min|O2T (.- 0 2T(x,)
S.a. DZT(Xkﬂ)dk: Z

(2.111.3.4)
z, = OT (X0 )= O T(X,)
DZT(XKH): D ZT(Xk+1)-r
sendo, que x,,, =X, +d, e | . || € uma norma qualquer e em geral usa-se a norma de

Frobenius. A idéia do problema é tentar minimizar a distancia entre as matrizes de uma
iteracdo a outra. Esta distancia pode eventualmente ser avaliada pela inversa da matriz
Hessiana, ou, entdo, ponderando-se a distancia. Adicionalmente, pode-se incorporar
restricdes de que a matriz Hessiana deve permanecer PD ou manter uma determinada

estrutura esparsa.

Dependendo de como a funcao objetivo em (2.111.3.4) é formulada, i.e., que norma é usada
e como as matrizes sdo ponderadas diversos métodos para o célculo do Hessiano existem,
como 0s métodos PSB, DFP, BFGS. Dentre estes, o0 método BFGS é um dos mais
populares e aparentemente apresenta um melhor desempenho em termos de tempo
computacional requerido, quando em uso com o algoritmo SQP (Stoer, 1985). Basicamente

a formula do método BFGS ¢é apresentada em (2.111.3.5).

z.z, O°T(x)d d[] °T(x,)

0°T 02T
(Xk+1): (Xk-l) dkTZk dl;I'DZT(Xk)dk

(2.111.3.5)

Quando O°T(x,) for PD e d;z> 0 entdo a nova estimativa do Hessiano permanecera PD.

Um problema que surge é que pode ndo ser possivel manter d,z, >0 (Gill et ali em

Nembhauser, 1989). Por causa disto inUmeras mudancas na formulacao (2.111.3.5) podem ser

encontradas na literatura.
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As formulaces basicas mais freqientemente usadas sdo apresentadas de uma forma
bastante completa em Coleman (1984) e Stoer (1985), os quais também fazem
consideracfes com relacdo a introducdo de restricdes de esparsidade. Bartholomew-Biggs
& Hernandez (1995) comentam algumas abordagens recentes para formulagdes que levam
em conta a esparsidade de problemas de grande porte. Dependendo de como as matrizes
sdo atualizadas diferentes taxas de convergéncia para o algoritmo SQP sdo obtidas.
Palomares & Mangasarian (1976) estabelecem condi¢cdes gerais para que uma dada
aproximagcéo faca com que o algoritmo SQP tenha taxas de convergéncia linear, superlinear
ou quadratica. As condicdes se baseiam em erros relativos a matriz obtida por expressoes
analiticas. Han (1976) e Stoer (1985) apresentam taxas de convergéncia para diferentes

formulas de atualizacdo, incluindo a formulacdo BFGS.

Formas com que as atualizacdes podem ser implementadas podem ser vistas em Nocedal &
Overton (1985), os quais também efetuam uma comparagdo em termos de eficiéncia
computacional. Modificaces sobre a formula BFGS de modo com que se minimizem
problemas de indefinicdo e outras questdes numéricas, podem ser encontradas em Powell
& Yuan (1986), Lucia & Xu (1990) ou, ainda, em Heinz & Spellucci (1994). Outras
consideracGes com relacdo aos métodos de célculo de Hessianos podem ser encontradas
e.g. em Nocedal (1990), Dennis & Schnabel em Nemhauser (1989). Referéncias adicionais
para 0S casos esparsos e grandes podem ser encontradas e.g. em Averick et.al. (1994),
Coleman (1984), e Dennis & Schnabel em Nemhauser (1989). Bartholomew-Biggs &
Hernandez (1995) discutem o procedimento de forcar a matriz Hessiana a ser PD no plano
tangente as restricdes ativas. Uma idéia é a de se introduzir uma perturbacdo em alguns dos
elementos da diagonal da matriz Hessiana de forma a que se transforme esta em uma
matriz PD. Os autores referenciam um resultado de Gould (1986) que diz que se 0 numero
de autovalores negativos em (2.111.3.6) ndo for maior que o numero de linhas
correspondentes as restricdes ativas, 0 Hessiano sera positivo definido no plano tangente as
restri¢Oes ativas. Assim, pode-se limitar o nimero de valores que serdo alterados na matriz
Hessiana. Ainda, os autores discutem como o procedimento de introduzir perturbacfes nos
elementos da diagonal pode ser efetuado concomitantemente com a resolugéo do sistema
de (KKT). Resultados sdo apresentados que mostram que é de grande interesse que se

possa trabalhar com a matriz Hessiana indefinida.
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H, A'O
Oa oF (2.111.3.6)

onde, A indica o conjunto de restricbes do problema da PQ que estéo ativas.

Lucia et ali (1996) mostram um procedimento alternativo mais simples. A verificacdo da
condicédo de Hy é feita sobre a diregéo de busca obtida. Se d,"H,d, <0, entdo efetua-se um

tratamento especial de forma a se evitar que se obtenha uma direcdo de busca ndo adequada

a nivel da resolucéo da PQ.
I11.4. O problema da PQ e sua solugéo

A programacdo quadratica é caracterizada de uma forma genérica pelo seguinte problema:

min +d"Hd +c'd; X, ={d| Acd =bg; Ad <b; A. DIR™; A IR™Y} (2.1114.1)

dox,

As condicdes de otimalidade expressas por (KKT) para este problema sdo dadas em

(2.111.4.2a) e (2.111.4.2.b).

CH (Af ACRd B Breg
P | . A 0= b, O, :{iIAd =bi} (2.111.4.2a)
EA'J’ : 'j% g)'j B
I 20 (2.111.4.2b)

onde, A e b; indicam a i®™ linha de A, e b, respectivamente, lj indica o conjunto de

inequacdes que estdo ativas, doravante denominado simplesmente por conjuto ativo.

Note que para as nossas finalidades, o interesse em se resolver (2.111.4.1) é obter uma
direcdo de busca para o algoritmo SQP. Ou seja, (2.111.4.1) é obtido como um modelo
linearizado do problema da PNL (P1) ou (P2). Uma primeira idéia que surge para se obter

um modelo linearizado de (P1) ou (P2) é adotar H, Ag, A, ¢, bg, by como em (111.4.3):
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H=H(X,A,H)

Ac =0h"(x,)

A =09"(x,) (2.111.4.3)
be = =h(x,)

b, = —-9(x,)

Uma vez resolvido (2.111.4.1) com as definigdes de (2.111.4.3), as novas estimativas das

variaveis de (P1) ou (P2) podem ser obtidas como:

A =A
uk+1 :/J
d, =d"

onde, o fndice k se refere & k™ iteracéo do algoritmo SQP e A, p e d” sdo as solucdes de

(2.111.4.1).

A obtencdo de um d” que satisfaz (2.111.4.2) ndo implica em se ter chegado na solugo de
(2.111.4.1). Isto porque se H ndo for PD ou PSD no plano tangente as restricdes ativas, a
solugdo serd estacionaria mas ndo de minimo. Assim, é interessante se caracterizar como as
solucdes obtidas em (2.111.4.2) podem ser classificadas. Isto sera apresentado com bastante
pormenores no capitulo 4. No momento, o nosso objetivo primordial é o de estabelecer
como (2.111.4.2) pode ser resolvido numericamente e que tipos de problemas podem surgir
para a obtencdo de uma solucéo estacionaria. Para efeito de discusséo, assumiremos que a
solugdo 6tima d” é obtida a partir de um processo iterativo, em que resolve-se (2.111.4.2a)
para diferentes I; ate que (2.111.4.2b) seja satisfeito e este sera o algoritmo de conjuntos

ativos considerado.

Se X, representa uma linearizagdo das restricdes de (P1) ou (P2) em um ponto viavel x",
ie, h(x')=0:g(x')<0, entdo se caminharmos de x’ para um novo ponto, i.e.,
X, =X’ eX,, =X, +d”, nada garante que a linearizagdo feita, continue valida para X1,
i.e, que Xy+1 Seja vidvel, ou que a nova linearizagdo em xy+1 Seja consistente, sendo que o

termo consistente sera melhor caracterizado ao longo da discusséo que segue.
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Quando da realizacdo da linearizacdo do problema da PNL, ainda que em torno de um
ponto viavel, diversos problemas surgem, os quais poderiamos classificar em dois grupos
iniciais:

» problema 1 - existéncia de restri¢cfes redundantes, i.e., ndo necessarias ao problema da
PQ: a inclusdo de restricdes redundantes aumenta a dimensdo do problema
desnecessariamente. Além disso, dependendo de como o problema da PQ é resolvido
pode-se ndo encontrar a solucdo do problema. E necessario, pois, analisar as restricdes e
se possivel desconsiderar aquelas que sejam redundantes.

» problema 2 - possibilidade de se gerar um problema da PQ que ndo tenha solugcéo
vidvel, i.e., para os quais X, é vazio: se o problema da PQ é usado para gerar uma
direcdo de busca do problema da PNL, entdo a inexisténcia de uma solucéo viavel pode

afetar o algoritmo SQP. Deve-se, pois, buscar um meio de se contornar esta situacéo.

Na figura 2.111.4.1, extraida de Boneh et ali (1993), apresentamos uma regido viavel
descrita por restricdes de desigualdade. A regido viavel é definida pelas restricbes 1,4,3 e
uma dentre as restrigdes 2 e 7. As restrigdes que, retiradas, alteram a regido viavel sdo ditas
necessarias. Assim, no caso temos que as restricdes 1, 4 e 3 sdo necessarias. Percebemos,
assim, que a restricdo 5 é irrelevante para a descricdo da regido viavel. Neste caso, ela
recebe 0 nome de restricdo absolutamente fortemente redundante (ASR “absolutely
strongly redundant”). J& a restricdo 6, inobstante redundante, faceia a regido viavel.
Suponha que a solucdo 6tima do problema esteja no vértice A da figura 2.111.4.1 Neste
caso, a restricdo 6 ativada podera ndo afetar o algoritmo de solugéo, i.e., se ela for ativada
em conjunto com a restricdo 1 ou 4, a solucdo 6tima pode, eventualmente ser obtida. Este
tipo de restricdo recebe o nome de absolutamente fracamente redundante (AWR
“absolutely weakly redundant™). Ja as restricGes 2 e 7, se forem ambas retiradas afetam a
descricdo da regido viavel. No entanto, apenas uma delas é necessaria sendo, a outra
redundante. Restricbes deste tipo recebem o nome de relativamente fracamente
redundantes (RWR “relatively weakly redundant”). Uma definicdo mais rigorosa e
pormenorizada de restricbes é apresentada em Boneh et ali (1993). Para 0S Nnossos
propositos 0 que nos interessa é saber que a solucdo 6tima do problema da PQ podera ser
determinada por restricbes do tipo necessarias, AWR e RWR. Considerando que o
algoritmo de conjuntos ativos seja capaz de identificar restricbes ativas linearmente

dependentes (e consequentemente as restricdes RWR serdo detectadas), entdo, o que se faz
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necessario é eliminar as restricbes ASR e para aquelas do tipo AWR, verificar se a sua

presenca ndo afeta a solugéo do problema.

figura 2.111. 4.1: representacdo de um espaco tipico viavel da PQ

Retiradas todas as restricfes redundantes, restam apenas restricbes necessarias que
descrevem a regido viavel. O conjunto formado por apenas estas restricdes é denominado
de representacdo minima do espacgo viavel. Como a solugdo 6tima do problema da PQ deve
estar contida nesta representacdo minima € interessante estabelecer condicdes para que se
tenha esta. Para tanto, o teorema 2.111.4.1 de Obuchowska & Caron (1995) escrito para o

caso da PQ pode ser usado.

Teorema 2.111.4.1:  (da regido viavel minima da PQ) - As restricdes de um problema da
programacdo quadratica descrevem uma regido vidvel minima se e

somente se ndo existem restricdes redundantes.

Assim, o algoritmo de conjuntos ativos deve ser tal a eliminar as restricdes redundantes.

Lucia & Xu (1990) propde a seguinte estrutura para o algoritmo de conjuntos ativos.

1. Partindo-se de um conjunto ativo I, resolve-se (2.111.4.2) para a obtencéo de d, A, ;.
2. Se todos os componentes de M, forem positivos e se todas as restricbes ndo ativas forem
satisfeitas, d, A, M, correspondem a solugdo do problema e entdo o algoritmo é

finalizado.
3. Se existem i restricdes ativas para as quais pi<0 entdo elimine aquela que tiver o maior

valor em modulo de ;.
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4. Verifique se existem restricdes em A, ndo pertencentes a I; que séo violadas. Incorpore
em I; todas as restri¢Oes violadas.
5. Se 0 numero de restricdes ativas resultante do procedimento dado em 4 for maior que a

dimens&o do problema proceda como segue:

retire as primeiras i restricbes de I que satisfazem max
i0l;

bi
T—m‘ , de forma que se

tenhadim(l;) = n, sendo n a dimensao de d.

6. Retorne ao passo 1.

Devemos salientar apenas que Lucia & Xu (1990) n&o indicam como restri¢Oes linearmente
dependentes sdo tratadas. Ainda, quando o algoritmo € usado conjuntamente com o
algoritmo SQP, uma fase de pré processamento é necessaria para determinar o primeiro
conjunto ativo. Mais recentemente, Lucia et ali (1996) efetuam alteracbes sobre o
algoritmo ora apresentado. Discutem que a fase de pré processamento pode ndo ser

necessaria, procedimento, este, por nos verificado.

Na discussdo apresentada, detivemo-nos a analise de inconsisténcias oriundas de
linearizagdes nas restricdes de desigualdade. Basicamente, vimos que estas eram devidas a
se ter uma regido viavel a nivel da PQ vazia e a presenca de restricbes redundantes. Com
relacdo as restricBes de igualdade, anélises semelhantes podem ser feitas, i.e., podem existir
restricbes redundantes ou tais que o sistema de equacbes que se quer resolver seja
impossivel. No entanto, uma ligeira diferenca existe em relagdo ao caso de se ter restricGes
inequacdes inconsistentes. Note, primeiramente, que o nimero de restricdes de equacdes
sera no maximo igual a dimensdo do problema. Logo para que o sistema de equacfes seja
impossivel devemos ter que Ag deve ser de posto de linha deficiente. Ainda, uma restricao
sO sera redundante se ela for linearmente dependente das demais, ou seja, novamente
restricdes redundantes podem ser identificadas analisando-se o posto da matriz Ag. Estes
resultados serdo formalizados no capitulo 4. Assim, a uma primeira vista, tratar restricdes
de igualdade inconsistentes é mais simples, uma vez que a analise se resume em se detectar
0 posto da matriz e as restricdes linearmente dependentes (LD) se houver alguma. Contudo,
esta analise so é valida quando ndo existem restricdes de desigualdade. No caso geral, em
que se tenha Ag e A, um outro tipo de inconsisténcia pode surgir, a saber, restricdes que se

tornam redundantes ou quando a intersecdo dos espacos formados por Ag e A, é vazia.
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Assim, e.g., no algoritmo de conjuntos ativos descrito anteriormente, uma nova verificacéo
que deve ser feita é com relacdo a uma eventual incompatibilidade entre estes dois tipos de
restricdes. Esta verificacdo deve ser traduzida por condi¢cdes do tipo “se isto ocorrer
proceda assim”, as quais podem se tornar custosas. Assim, percebe-se o interesse de se

tratar estas inconsisténcias de uma forma mais sistematica.

Para que a discussdo das inconsisténcias entre as restricbes de igualdade e desigualdade
seja facilitada, iremos introduzir o conceito de decomposi¢do de variaveis. Basicamente, a
idéia da decomposicdo advém do fato de que para problemas reais 0 nimero de graus de
liberdade, é relativamente pequeno. Assim, usam-se as restricdes de igualdade para se

restringir o dominio de procura.

Considere que [Z T] € uma base para o espaco formado pelas restricdes de igualdade, tal

que Z € uma base para o espaco nulo de Ag, ou seja, teremos que:

AZ=0
Acd =b.ed =Td O A b parace Zy TdJy IR™™ (2.111.4.4)
ZOIR™™ 10 IR™

Em funcdo disto percebemos que a variavel d pode ser decomposta em termos de uma

variavel reduzida y e uma solugdo particular do sistema de equagdes, a saber, d ou Td .

Assim, o problema da PQ que se deseja resolver passa a ser descrito como:

min1y'Z Hzy +(d"H +c")zy; X, ={y| AZy <b,:b, =b, —Ad} (2.11145)
yoXx,

Assim, analisar inconsisténcias entre os diversos tipos de restricdes pode-se traduzir na
relacdo entre a base obtida Z e o conjunto formado pelas restrices de desigualdade A,.
Duas situacOes surgem, a de que a restricdo inequacédo é redundante com pelo menos uma
restricdo em Ag e neste caso ela pode ser eliminada ou a de que ela é incompativel com a
restricdo de igualdade. Em qualquer uma destas situagGes particulares, o que ocorre,

quando se efetua a decomposicdo, é que surgem linhas nulas na matriz A,Z.
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Para entendermos a extensdo do problema que pode surgir, consideremos um caso
particular em que m=n e em que A, é constituida apenas de restricdes de limites nas
varidveis. Para esta situacdo € facil perceber que A,Z serd nula em qualquer iteracdo do
algoritmo SQP. Assim, 0 que ocorre € que as restricdes de limites poderdo ser ignoradas,
embora possa existir uma solucdo viavel. Neste caso, a base Z podera imprimir uma
direcdo de busca que ndo leva em conta o problema de otimizagéo, i.e., visa-se tdo somente
a resolver o sistema de equacdes h(x)=0 pelo método de Newton. Apesar desta situacao ser
0 caso extremo, ela serve para ilustrar o que ocorre quando AZ é nula. Neste ponto,
queremos comentar sobre 0 que ndo aparece citado em artigos da literatura. Schmid &
Biegler (1994) utilizam uma formulagdo do problema (P1) ou (P2) tal que as restricbes
inequacdes surgem apenas como restricdes de limites, ou seja, todas as restri¢des originais
inequacgOes séo transformadas em equagdes. Os autores procedem desta forma, alegando
que para muitos dos problemas da engenharia quimica, 0 numero de graus de liberdade €
pequeno e assim este procedimento se justifica, abordagem, esta, criticada por outros
(Lucia et ali, 1996). Sem entrar, por engquanto, no mérito deste procedimento, o que
queremos ressaltar € que o problema de se ter linhas nulas em A,Z existe e a incluséo de
uma variavel artificial para se minimizar problemas de PQ inviaveis (a ser comentado mais
adiante) ndo é capaz de contornar este problema. Apesar disto, 0s autores ndo citam como

esta situacdo pode ser contornada sem o uso de uma fase de pré processamento.

Um outro caso particular de inconsisténcia é a situacdo em que o gradiente das restri¢cdes
ndo lineares é um vetor nulo. Embora, este caso possa ser considerado como um caso
particular das inconsisténcias descritas anteriormente, preferimos considerar como sendo
um caso especial de inconsisténcia. Isto porque uma linha nula em Ag ou A, faz com que na
verdade esta restricdo seja ignorada. Isto é, ndo ha meios de se garantir que a direcdo de
busca resultante do algoritmo de solugdo gere uma perturbacdo tal que o gradiente da
restricdo seja ndo nulo na proxima iteracdo. Muitos dos casos de falha de convergéncia de
algoritmos SQP (entre outros métodos) esta associado a este problema, alguns destes

exemplos serdo apresentados no capitulo 5 e apéndice 2.

Coleman (1984) apresenta diversas maneiras de se efetuar a decomposicdo, sugerindo
basicamente quatro métodos principais de se obter as bases Z e T, a saber: 0 método das

bases ortonormais, 0 método das bases ortogonais, o0 método de eliminacdo ou das bases
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coordenadas e o metodo das transformacbes elementares. Destes, nos deteremos em
pormenores apenas no primeiro, que € o método empregado pelo algoritmo MISQPSOL.
Referéncias que tratam dos demais métodos podem ser vistas em Coleman (1984), Schmid
& Biegler (1993, 1994).

Considere inicialmente que Ag seja de posto de linha pleno. Seja a seguinte fatoragéo QR:
- (RO
A =[Q Q)] e (2.111.4.6)

onde, Q, OIR™™; QO IR™™

A partir de (2.111.4.6), percebe-se que as bases Z e T podem ser obtidas como:

Z=Q,

2.111.4.7
T=Q, ( )
Ainda, a solucéo particular d pode ser obtida, por exemplo, como:
Ry =b
nY o (2.111.4.8)
d=Ty

Quando se tem Ag de posto de linha deficiente, usar (2.111.4.6) diretamente para a obtencgéo
de Z e T por (2.111.4.7) ndo é adequado pois a matriz R serd de posto deficiente e
conseqlentemente (2.111.4.8) ndo pode ser resolvido. Ainda, se obtivermos Z de (2.111.4.7),
teremos que a sua dimensdo sera maior que a real. Se o posto de Ag for mr entdo a
dimensdo de Z é dada por nx(n—-mr). Na verdade (2.111.4.7), ainda, poderia ser usada
para determinar Z, desde que apenas as Ultimas n—mr colunas fossem consideradas.
Contudo, o problema de se ter R singular persistiria e além disso seria necessario

estabelecer mr.

Na verdade, em funcdo da natureza da fatoracdo QR, estes problemas sdo facilmente
contornaveis. Para tanto apresentaremos um teorema importante extraido de Stewart & Sun
(1990).
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Teorema 2.111.4.2:

(da fatoragdo QR) - Seja A [JIR*®, 0 > p uma matriz de posto igual
a pr. Entdo existe uma matriz de permutacdo P e uma matriz unitéaria
Q, tais que:

IjQll R12 D

Q"AP=00 o F

onde, Ry; € triangular superior, ndo singular e de ordem pr. (O indice

H indica ser a matriz transposta conjugada).

A partir deste teorema o seguinte corolério pode ser facilmente obtido.

Corolario 2.111.4.1: (da fatoracdo QR) - A fatoracdo QR da matriz transposta de Ag O

prova:

IR™", n>m com posto mr<m pode ser usada para a deteccdo de linhas

LD na matriz Ag.

Pelo teorema 2.111.4.2 se considerarmos P=I temos que Q" A, = g%
sendo que R sera triangular superior de ordem m, contudo podera ser
de posto deficiente. Assim, o que devemos estabelecer para provar o
coroléario é como a matriz P pode ser composta a partir de P=I por
meio de informacdes existentes em R de forma que a estrutura do
teorema 2.111.4.2 seja obtida. A matriz R serd de posto deficiente se e
somente se existirem elementos nulos na diagonal principal. Assim,
a formagdo de P deve ser feita como: obtenha o indice do primeiro

elemento nulo da diagonal de R, digamos i. Permute a i*™ linha de
. ~ . T R, RO

Ac e atualize a fatoragdo QR, ou seja, tem-se: Q AP, =[] o P
O O

onde R; tera ordem m-1 e podera ser singular. Agora, basta aplicar o
mesmo procedimento para R; e ao final deste procedimento teremos

chegado a estrutura apresentada no teorema 2.111.4.2.

O corolério 2.111.4.1 pode ser usado para a obtencdo das bases Z e T, além da solugédo

particular d . Note que dependendo da dimensdo da matriz Az a obtencdo de P pode ser

custosa.
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Schmid & Biegler (1994) comentam, ainda, que para muitos problemas o termo

Z"Qd pode ser desprezado pois d deve convergir mais rapidamente a zero que y.

Neste ponto € interessante salientar a importancia dos métodos de decomposicdo. O
método SQP é considerado o0 mais eficiente para problemas de pequeno e medio porte. Para
problemas grandes, modificagdes que visem a um aumento da eficiéncia computacional
fazem-se necessarias, sendo esta uma area de pesquisa em aberto. Schmid & Biegler (1993)
apontam duas escolas de pensamento distintas que surgiram para avaliar formas de tornar
os algoritmos SQP eficientes para problemas grandes. Uma delas, preocupa-se basicamente
em se buscar algoritmos eficientes de solucdo de problemas da PQ esparsos. Estudam-se
métodos de atualizacdo da matriz Hessiana eficientes, bem como esquemas de fatoracao e
atualizagdo destes. A outra abordagem se baseia nos métodos de decomposicdo. Ou seja,
efetuar ou ndo uma decomposicao, define, na verdade, uma classe de algoritmos a que um

dado codigo SQP pertence.

Quando se efetua a decomposigdo, surge a questdo de como os multiplicadores de

Lagrange das restricdes de igualdade podem ser recuperados, uma vez que eles ndo surgem

Z T.,0
na formulagdo (2.111.4.5). Pre multiplicando (2.111.4.2) por E‘T““L‘D , Obtém-se:

0o0 113
T'H T7A. T'A [ FTTcO
- © a8 0O
H 0 Z'A 0 D’Z cO
%\D: (2.111.4.9)
A, 0 0 Op, O
0 (HE O, - O
OA 0 0 O ob O

Donde podemos perceber que A pode ser obtido por intermédio de (2.111.4.10).
TTHd+TTAIA+T ATy = -T'c (2.111.4.10)
Schmid & Biegler (1993) mostram que como valores exatos de A s6 sdo necessarios na

solugcdo oOtima do problema e neste caso tem-se d=0, entdo (2.111.4.11) é uma boa

aproximagcéo para (2.111.4.10).
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TTAA=-TTAu-T'c (2.11.4.11)

Ainda, um comentario pertinente é com relacdo a relevancia da decomposi¢do quando do
uso de algoritmos de pontos interiores. Aparentemente uma condigdo necesséria para se
aplicar alguns dos desenvolvimentos recentes é ndo se ter a nivel da PQ restricdes de
igualdade (Obuchowska & Caron, 1995). Assim, alguns métodos de pontos interiores
poderiam ser aplicados ao problema reduzido. Este é, por exemplo, o caso do algoritmo de
Kojima et ali (1991) que pode ser usado para a resolugédo do problema da PQ reduzido,
desde que este seja consistente e que o Hessiano seja PD. Kyriakopoulou & Kalitventzeff
(1997) apresentam um algoritmo SQP em que o problema da PQ € resolvido por um

método de pontos interiores.

Embora a decomposicdo pareca ser bastante vantajosa, ndo sdo muitos os algoritmos da
literatura que fazem dela uso. De fato, existem algoritmos que transformam restri¢cGes de
igualdade em desigualdade como o de Heinz & Spellucci (1994). Este procedimento nao
nos parece ser adequado, especialmente se os autores aplicam um método de conjuntos

ativos para a resolucdo do problema da PQ, ou seja, um algoritmo exponencial.

Um ponto importante que se deve comentar agora € com relacdo aos problemas que
apresentam X, vazios. Por exemplo, vimos que para o procedimento descrito em Lucia &
Xu (1990) era necessario que o espaco viavel da PQ fosse ndo vazio. Além disso, um
espaco viavel vazio significa que ndo existe solucéo e neste caso ndo existiria uma dire¢do
de busca o que ndo pode ocorrer. Vimos que esta situagdo surgia por termos uma
linearizagdo inconsistente, ou seja, por ndo linearidades no modelo. E de se esperar que
estas sejam mais acentuadas quando se esta longe da solucdo étima de (P2) ou (P1), uma
vez que é nestas situacGes que se espera ter d suficientemente grande a ponto de causar
problemas nas novas linearizacdes. Assim, em funcao desta discussdo duas idéias podem
surgir inicialmente, a saber, a de se limitar d e a de se tolerar uma folga na descri¢do da
regido viavel, ou seja, limites em be e b, de modo a ampliar a regido viavel. Um exemplo
em que a primeira idéia é abordada pode ser visto e.g. em Lucia & Xu (1990). Wright
(1989) efetua ainda alguns outros comentarios. Com relacdo a ampliacéo da regido viavel,

diversas abordagens podem ser encontradas na literatura, como e.g. Bartholomew-Biggs &
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Hernandez (1995), Schmid & Biegler (1994), Heinz & Spelluci (1994), Nemhauser (1989),

Stoer (1985) ou Bazaraa et ali (1993). Como exemplos citamos as duas primeiras.

Bartholomew-Biggs & Hernandez (1995) propdem a seguinte estrutura:
A=A,

- v _ . - [0
mind™Hd +¢7d; X, —%}IlAEd =b, -p . Ad<h —p%g(z.nm.lz)

onde, p é um pardmetro de penalidade, atualizado conforme a iteracdo do SQP, A e L Se
referem aos multiplicadores de Lagrange da iteracao k do algoritmo, ou seja, correspondem

a solucéo 6tima da PQ calculada na iteragdo anterior.

Schmid & Biegler (1994) sugerem a seguinte estrutura:

miny'Z"Hzy +(c" +d"H)zy +p|§t’ +£—22§|—dTHZEy; X, ={yll, <2y -& <u.;€ 24 (2.111.4.13)

yD(Ic

onde, p € um parametro de penalidade, sendo igual a um numero suficientemente grande, &
é uma variavel que mede a inviabilidade, I, e u, sdo os limites inferior e superior nas

variaveis de decisao do problema da PQ reduzido.

Wright (1989) mostra que efetuar um relaxamento no conjunto X; pode ndo afetar a

convergéncia do algoritmo SQP. Neste contexto, ampliar a regido viavel, i.e., Ax<b+¢,
=0 é razoavel. Ainda, Wright (1989) mostra que, na verdade, algumas restricdes nem

precisam ser satisfeitas numa dada iteracdo k, desde que elas ndo estejam ativas na solucao
6tima. Ou seja, diversas formulacbes do problema da PQ podem existir e a obtencdo delas
é mais dependente da analise de convergéncia do algoritmo e que particularidades um dado

autor quer imprimir ao seu algoritmo.

A formulacédo do problema da PQ nédo € Unica. As caracteristicas que este deve ter, sdo a
inclusdo de uma aproximacdo do Hessiano do Lagrangeano da funcdo néo linear (usa-se
uma aproximagcao de 2* ordem) e uma medida que quantifique a violagdo das restricdes.
Neste caso, pode-se proceder a uma aproximacéo linear de 1% ordem e entdo (2.111.4.1) é
obtido, e.g., com as definicdes em (2.111.4.3), ou ainda, as restricbes podem ser embutidas

na funcdo objetivo como um fator de penalidade. Também, em funcdo de como se deseja
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tratar problemas da PQ inviaveis, alteragdes nas formulagdes basicas podem ser feitas,
introduzindo-se um fator de relaxamento. Este pode ser apenas um termo de penalidade ou
estar associado as estimativas dos multiplicadores de Lagrange. Ainda, vimos que efetuar
uma decomposicdo do espaco das solucGes pode ser vantajoso. Assim, percebemos que um
outro ponto de distin¢do entre os algoritmos SQP, além da maneira de se obter a estimativa
do Hessiano, ¢é a propria formulagdo do problema da PQ. Ainda, a resolugcdo completa de
(2.111.4.1) pode ndo ser necessaria (Wright, 1989). Novamente, a taxa de convergéncia local

e a propriedade de convergéncia global irdo depender das hipéteses assumidas nesta fase.

A resolugdo do problema da PQ pelo método de conjuntos ativos requer que se resolva
sucessivamente sistemas de equacOes lineares. Se a matriz envolvida ndo for bem
condicionada pode-se ter problemas numéricos, 0s quais sdo aumentados dependendo da
precisdo da maquina em que os calculos séo realizados. Para minimizar erros numericos,

escalonamentos nas variaveis e restricdes sdo sugeridos.

Escalonamentos das restrigdes e funcdo objetivo do problema (P1) ou (P2) podem ser
vistas em e.g. Biegler & Cuthrell (1985), Heinz & Spellucci (1994) e Rijcaert & Walraven
(1985), a saber:

f (x) = diag(o;.) f (x)
h(x) = diag(a,, )h(x) (2.111.4.14)
d(x) = diag(o;)g(x)

onde, 0., 0,, 0, sdo vetores de dimenséo compativel com as fungdes a que se referem.

Diversos valores podem ser escolhidos para os elementos da diagonal das matrizes de
escalonamento. N&o existe consenso para o valor que deve ser escolhido, sendo este mais
dependente do problema e da experiéncia do usuério. Biegler & Cuthrell (1985) relatam
referéncias que preferem escalonar as restri¢fes, de modo que elas fiquem em torno de 1 e
outras em que elas deveriam ser fixadas entre 10 e 100. Nossas experiéncias indicam que
valores entre 0.1 e 100 podem ser bem tolerados mesmo trabalhando-se em aritmética de
precisdo simples. Ou seja, parece ndo haver consenso sobre valores 6timos para o

escalonamento.
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Ainda, pode ser bastante desejavel efetuar um escalonamento das variaveis. Este pode até
trazer beneficios em relagdo ao condicionamento numérico da matriz Hessiana. Um
procedimento possivel € seguir as sugestdes de Rijcaert & Walraven (1985) e Gill et ali
(1985), a saber:

X =diag(o,)x
9(e.) (2.111.4.15)
o, OIR"
Uma alternativa pode ser encontrada, ainda, em Biegler & Cuthrell (1985) e Papalambros
& Wilde (1988), a saber:

X =diag(o,)x +0,
(2.111. 4.16)
0,0, JIR"
Uma interpretacéo para (2.111.4.16) é adimensionalisar as variaveis segundo os seus limites

finitos fisicos, conforme a equagéo (2.111.4.17).

g=X"h 5 = ‘g = - (2.111.4.17)

sendo, | e u, respectivamente o limite superior e inferior em x.

Biegler & Cuthrell (1985) e Heinz & Spellucci (1994), ainda, efetuam comentérios sobre
que valores adotar para os vetores de escalonamento, os ultimos, efetuando um novo

escalonamento a cada iteracdo do algoritmo SQP.

Papalambros & Wilde (1988) efetuam diversas consideragcbes com relagdo ao uso do
método de conjuntos ativos para a resolucdo do problema da PQ. Os autores recomendam
que apenas uma restricdo seja eliminada do conjunto ativo por vez para que propriedades
de convergéncia global do procedimento sejam garantidas. Na verdade, € por isso, que
todas as implementacdes de métodos de conjuntos ativos para problemas da PQ eliminam
apenas uma restricdo por vez. A questdo que surge € qual restricdo deve ser primeiramente
eliminada. A escolha é essencialmente empirica e muitas vezes escolhe-se a restri¢cdo que

apresenta o maior valor em mddulo do multiplicador de Lagrange. Heinz & Spelluci (1994)
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eliminam a primeira restricdo que contiver p<0. Lucia & Xu (1990) eliminam a restri¢do

com o maior valor em médulo.

A introducdo de restricdes violadas ao conjunto ativo também é um procedimento
heuristico. Papalambros & Wilde (1988) sugerem a introducdo da restricdo mais violada.
Lucia & Xu (1990) introduzem todas as restricdes mais violadas possiveis enquanto que
Heinz & Spellucci (1994) introduzem a restricdo violada que tiver o menor indice. Heinz &
Spellucci (1994), ainda, retiram todas as restricbes que tiverem multiplicadores de
Lagrange negativos antes de introduzir restricGes violadas, procedimento, este, que difere

ligeiramente de outras implementacdes.

Como os problema da PQ serdo resolvidos iterativamente, empregar o procedimento de
conjuntos ativos pode representar um custo demasiadamente elevado para se obter a
solucdo da PQ. Quando se estiver proximo da solucéo 6tima de (P1) ou (P2) é de se esperar
que o0 conjunto ativo 6timo do problema da PQ ndo iréd diferir muito de uma iteracdo para
outra. Assim, é vantajoso fornecer ao problema da PQ quais as restrigdes que deverdo estar

ativas. Muitos dos algoritmos SQP fazem uso desta estratégia.

Como o problema (P1) ou (P2) representa uma situacao real, entdo analisando-se este,
pode-se ter uma idéia de quais restricbes deverdo estar ativas em sua solucdo 6tima. Este
poderia ser o caso da otimizacdo em tempo real, em que 0 processo esta operando e para 0
qual sabe-se que algumas varidveis devem seguir uma determinada direcdo. Para estes
casos Papalambros & Wilde (1988) sugerem o emprego de técnicas de inteligéncia

artificial para auxiliar a identificagdo do conjunto ativo 6timo.

Percebemos que o procedimento do método de conjuntos ativos, além de ser
essencialmente empirico, é do tipo “se entdo, sendo”, conjunto de regras estas que
caracterizam o0s algoritmos exponenciais. Assim, 0 seu custo computacional pode ser
elevado. O emprego de métodos duais-primais para a resolucdo da PQ pode entdo trazer
alguns beneficios, embora estes também sejam algoritmos ndo polinomiais.

Uma outra questdo que nao foi abordada é com relacdo a solucdo do sistema de equacdes
lineares. Basicamente, a cada iteragdo do algoritmo de conjuntos ativos, iremos resolver

um sistema do tipo (2.111.4.18).
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AT C

Em%= (2.111.4.18)
0 %\D

oo
Mo

b

P

Entdo é de interesse resolver-se este sistema de uma forma adequada. Em seguida, iremos

comentar algumas abordagens apresentadas na literatura.

A matriz a esquerda em (2.111.4.18) pode ser fatorada segundo Coleman (1984) como:

H ATO H 0 [ H'A'O 2 111419
A ooF o -anaHd 0 B (2.111.4.19)

Definindo-se a matriz M conforme a equacao (2.111.4.20), a resolucéo de (2.111.4.18) pode
ser feita resolvendo-se (2.111.4.21) e (2.111.4.22).

M=-AHTAT (2.111.4.20)
[(Ht = —-c

EN +MA=b (2.111.4.21)
t=d+HTATA (2.111.4.22)

Um primeiro comentario surge neste ponto. Se H é singular, o procedimento ndo pode ser
aplicado, tal como foi descrito. No capitulo 3, iremos discutir como estas equagdes podem
ser usadas para esta situacdo. A resolucdo de (2.111.4.20) a (2.111.4.22) pode ser feita por
intermédio de fatoracBes convenientes. Por exemplo se H é PD, entdo a fatoracdo de
Cholesky pode ser usada. Em varias referéncias cita-se 0 uso das fatoracbes QR e de

Cholesky para a resolucdo de (2.111.4.18).

Papalambros & Wilde (1988), ou ainda, Schmid & Biegler (1994) interpretam a resolucao
de (2.111.4.18) num contexto mais geral que se baseia nas recomendacGes de Fletcher
(1987). Note que (2.111.4.21) e (2.111.4.22) pode ser expresso em notacdo matricial como
(2.111.4.23);
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WO G D IFcO
AF B -ub F (2.111.4.23)

sendo que G, D e U se relacionam com o problema original para o caso em que H seja néo

singular e A de posto de linha pleno como:

G=H'-HTA(ATHTA)"HATH™
D=H"A(ATH"'A)™ (2.111.4.24)
U=-(ATH"A)™

Diferencas entre as implementacdes de diferentes codigos podem ser entendidas como
maneiras distintas de se resolver (2.111.4.24). A vantagem da representacdo (2.111.4.24) é
que esquemas mais simples de atualizacdo de matrizes podem ser obtidos, i.e., faz-se uso

de formulas de recorréncia para se atualizar as matrizes em questéo.

Se H for PD entdo uma abordagem possivel é a de se obter seus fatores de Cholesky, L, e
conjuntamente com uma fatoracdo QR de L™A teriamos como pode ser visto, e.g., em
Schmid & Biegler (1994):

T mD
HiA=L? QBJ% QR=L*A (2.111.4.25)

As equacdes (2.111.4.21) e (2.111.4.22) serdo o ponto de partida para o esquema que definira
a maneira de se atualizar as matrizes constantes em (2.111.4.24) e consequientemente como o0
sistema (2.111.4.23) serd resolvido. Gill et ali em Nemhauser (1989) efetuam
recomendacdes semelhantes, particularmente com relacdo ao uso da fatoracdo descrita em
(2.111.4.25) e citam inumeras referéncias que descrevem como esta expressdo pode ser

adequadamente usada.

Schmid & Biegler (1994) ainda comentam que a partir de (2.111.4.25) pode-se chegar em:
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L"Q= L_lT[Ql Qz] :[ B, Bz] =B

G=B,B)

2 Zf (2.111.4.26)
D=B,R"
U=-R'R™

A partir de (2.111.4.26) formulas recursivas para o calculo de dx e os multiplicadores de
Lagrange podem ser construidas, algumas das quais se relacionam com a formulacdo do

problema dual.

Schmid & Biegler (1994) efetuam alteragdes sobre o algoritmo de Goldfarb & Idani (1983)
propondo uma forma mais eficiente de se atualizar o conjunto ativo. N&o julgamos
necessario efetuar mais comentarios, pois as propostas deles ndo tem relacdo direta com o

nosso algoritmo.

No procedimento do método de conjuntos ativos, 0 conjunto ativo podera diferir pouco de
uma iteracdo a outra. Assim, efetuar-se novas fatoracBes a cada iteracdo do algoritmo é
desnecessario e técnicas de atualizacdo de fatoragdes devem ser usadas. Isto é ainda mais
critico quando se tém problemas grandes e esparsos. Coleman (1984) sugere alguns

procedimentos de como as atualizacdes podem ser feitas.

Uma outra questdo que pode surgir é com relacdo a necessidade de se resolver exatamente
0 problema da PQ. Como este representa uma aproximacao do problema n&o linear, entéo,
nas primeiras iteracfes do algoritmo SQP, € de se esperar que a linearizacdo seja bastante
diferente daquela obtida na solugdo Otima. Assim, pode ser vantajoso ndo se resolver
completamente o problema da PQ ou entdo ndo se atualizar a cada iteracdo a matriz
Hessiana. Varvarezos et ali (1994) comentam que a resolugédo incompleta do problema da

PQ pode ndo afetar a convergéncia do algoritmo SQP.

Varvarezos et ali (1994) formulam o problema da PQ como sendo um problema em que
existem apenas restricbes de igualdade e de limites. Aplica-se, ainda, um procedimento de
decomposicdo. Assim, as restricbes do conjunto ativo serdo apenas as de limites. As
sugestBes dos autores se referem a resolugdo de um problema da PQ incompleto. Considere

que se tenha obtido uma dada direcéo de busca dy, a esta diregéo de busca verifica-se qual a
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maior violagdo nas restri¢des obtendo-se o parametro 9 = (d, —d, );, onde dy corresponde

ao limite da méaxima violagdo. A partir deste pardmetro, segue-se um procedimento
heuristico para se verificar se uma nova iteracdo no método de conjuntos ativos sera

realizada.

A figura 2.111.4.2 mostra o procedimento sugerido por Varvarezos et ali (1994).

Td

modifique o conjunto de restricies ativas,
| ohtenha a nova decomposicio e atualize

as matrizes
4 20F
resolucio da PO) cotn restrigdes
de igualdade
modifique az

restrigfes ativas

se 3 < kA0 e o mimero de

. L, sitn
restriciies adicionats é

fOEnor que [n-to)d

1an

3P +

determine o por busca
urdditecional

Figura 2.111.4.2: Estratégia de Varvarezos et ali (1994) para aumentar a eficiéncia do

algoritmo SQP

Wright (1989) mostra que determinados relaxamentos na resolucdo do problema da PQ néo
alteram a propriedade de convergéncia local do método SQP. Por exemplo, se X; ndo
contiver restricbes que se sabem ndo estarem ativas na solucdo 6tima do problema, entdo a
sequéncia gerada pelo algoritmo convergird para a solucdo 6tima de (P1l) ou (P2).
Restricdes de igualdade e até mesmo inequacBes podem nao ser satisfeitas com exatiddo e

mesmo assim a convergéncia ainda é assegurada. Por exemplo, podemos, ainda, ter X,

formado como: X, :{dl Acd =bg; A d :b,j} , onde I; corresponde a um conjunto de
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restricbes que se espera estarem ativas e I; pode variar finitamente. Néo se resolver o
problema da PQ exatamente pode ser interessante para problemas de dimensdo maior, em

que o custo em se obter dx por (2.111.4.1) pode se tornar proibitivo.

Na discussdo que segue iremos considerar que o problema da PQ apresenta apenas
restri¢cdes de desigualdade. Esta ndo é uma hipotese restritiva, uma vez que basta aplicar-se
um algoritmo de decomposicdo e a forma reduzida é obtida. Note, apenas que

incompatibilidades entre as restri¢cbes de igualdade e desigualdade devem ser tratadas.

w=q+ Mz
w,z=0 (2.111.4.27)
w'z=0

A partir da transformagdo do problema da PQ em um problema linear complementar
(PCL), cuja forma padrdo é do tipo (2.111.4.27), poder-se-ia querer aplicar, e.g., um
algoritmo de pontos interiores. Neste momento, alguns inconvenientes podem surgir.
Kojima et ali (1991) efetuam uma anéalise pormenorizada de uma classe de algoritmos de
pontos interiores para a solugcdo do PCL. No entanto, estes algoritmos s6 podem ser
utilizados quando se impde algumas restricbes sobre a matriz M em (2.111.4.27). A
condi¢do menos restritiva discutida pelos autores é a de que M deve pertencer a classe CS
de matrizes. Esta condicdo pode ser restritiva para a classe dos problemas da PQ
considerados na solucao de (P1) ou (P2) pelos algoritmos SQP. Isto advém do fato de que
podemos ter problemas da PQ inconsistentes e neste caso pode ndo se conseguir obter uma
solugéo do problema ou, ainda, o algoritmo pode nédo ser aplicado. Outras aplicacdes de
algoritmos de pontos interiores para problemas da PQ podem ser encontrados. Han et ali
(1990) discutem o uso de um tipo de algoritmo de pontos interiores para um problema da
PQ com restricdes de limites apenas. Em principio, esta poderia ndo ser uma hipdtese
restritiva, j& que qualquer problema da PQ pode ser transformado neste tipo de problema
efetuando-se uma decomposicdo de varidveis e transformando-se restrices de
desigualdade em igualdade. Dois problemas no entanto surgem. A matriz H deve ser PSD,
0 que pode levar a uma restricdo desnecessaria. Além disso, se Ag ndo for de posto pleno,
pode-se ndo obter a procurada representacdo, aléem dos problemas de inviabilidade. Estes

problemas existem também para os algoritmos de conjuntos ativos, s que ainda, parecem
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ndo ter sido alvo de grandes estudos na utilizacdo em algoritmo de pontos interiores
conjuntamente com o método SQP. Assim, apesar de parecerem ser bastante promissores,
muito ainda deve ser pesquisado, para 0 uso destes algoritmos. Note que o caso geral do
problema da PQ pode ser ndo convexo e conseqiientemente podemos ter problemas da PQ
NP completos. Nestas situacdes, nenhum algoritmo de pontos interiores ou outro

polinomial pode ser aplicado.

Além destes métodos, outros poderiam ser citados para a solugdo da PQ. Por exemplo, o
uso do método de Keller, exposto em Dantzig (1963), o0 método do gradiente reduzido, ou
0 método da projecdo do gradiente, procedimentos iterativos para a resolugdo do PCL,
como 0s metodos de Jacobi, Gauss-Seidel ou SOR. Nenhuma destas alternativas, no
entanto, parece ser atrativa. Bazaraa et ali (1993) discutem outras possibilidades, incluindo

a solucdo da PQ por PCL para problemas de programacdo ndo convexa.
I11.5. Definigdo da funcé@o de mérito e o problema de busca unidirecional

Para a garantia da convergéncia global do algoritmo, pode ser interessante que se restrinja o
incremento realizado nas varidveis de uma iteracdo a outra do algoritmo SQP. A
diminuicdo no incremento realizado deve ser feita como uma medida de se evitar um
aumento de inviabilidade nas restricbes ndo lineares. Desta forma, a obtencdo desta poderia
ser feita minimizando-se uma funcéo penalidade, que, por outro lado, teria como minimos
locais os mesmos do problema que se quer resolver. Ainda, quando se estd proximo da
solucdo 6tima, ndo se atenuar a direcdo de busca é recomendavel, para que se tenha taxas
de convergéncia adequadas. Assim, a obtencdo deste fator de atenuacdo na direcdo de

busca, ay pode ser feito a partir do seguinte procedimento de busca unidimensional:

Min Y% 8 A G Hie A Hica i) (2.11.5.1)

sendo, W : IR - IR a funcdo de mérito e nx um fator de penalidade.

Stoer (1985) indica que as caracteristicas desejaveis da funcdo de meérito deveriam

compreender as seguintes:
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a direcdo de busca di obtida na solugéo de (2.111.4.1) deve ser uma diregdo descendente

de W

» ¢ desejavel que a funcdo W seja diferenciavel, uma vez que minimizar (2.111.5.1) quando
W é ndo diferencidvel em alguns pontos ndo é uma tarefa facil

« X deve ser uma solucéo 6tima de (2.111.5.1) para valores adequados de

« Se x esta suficientemente proximo de x  entdo seria desejével que a,=1 para valores

adequados de ng

Deve ser ressaltado que o uso da funcdo de mérito faz com que o algoritmo SQP convirja
para uma solucdo 6tima de W, quando a convergéncia ocorre. No entanto, qualquer funcao
de mérito quando usada em problemas suficientemente complexos pode ter solucdes
6timas, independentemente do valor de ng, que ndo sdo solugdes de (P2), e muitas vezes,
nem sequer sdo pontos viaveis de (P2) (Stoer, 1985). Um indicativo disto pode ser
percebido se ay decresce mais e mais a cada iteracdo, sem que ocorra um decréscimo da

funcdo objetivo ou quando x, ndo se encontra dentro da regido viavel (Stoer, 1985).

Stoer (1985), ainda, efetua um apanhado dos desenvolvimentos feitos até entéo,
apresentando algumas fungbes de mérito. A escolha da melhor funcdo de mérito parece
ainda ser uma questdo sem solucdo. Isto talvez seja evidenciado pela grande variedade de
funcdes usadas na literatura. E importante destacar que o papel da funcio de mérito pode
ser fundamental para que se tenha convergéncia global do algoritmo. Para efeitos de
exemplificacdo consideraremos as funcdes consideradas por Biegler & Cuthrell (1985) e
por Bartholomew-Biggs & Hernandez (1995) apresentadas nas equacfes (2.111.5.2) e
(2.111.5.3), respectivamente. Observe-se, apenas, que estas funcdes ndo sdo diferencidveis
em todo o dominio das variaveis de decisdo. Outros exemplos podem ser encontrados, e.g.,
em Powell & Yuan (1986) ou Stoer (1985).

W(x, A1) = f(x) +ATh(x) +p"g(x), +%]g(x),,h(x)["

(2.1115.2)
g(x), =max[0,g(x)]
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sendo, que n¢ € calculado a cada iteracdo e X, A, U podem ser avaliados como:

X=X 0ux=x ta d, A=A 0uN =A 00 Qg A ) M= O (B — 1) ou

1= 4.

W(x, A1) = f(X) +ﬁ§@wi(x) —n"z)\i g +iﬁnax§),gi —n"zui %é (2.111.5.3)

1=1

sendo, que ny é calculado a cada iteragdo e x, A, p séo definidos como no caso anterior.

Uma vantagem do método SQP é que valores exatos de Ax+1, Hk+1 COrrespondentes a Xg+1
obtido a partir de d¢ ndo s&o necessarios (Papalambros & Wilde, 1988). Assim, a busca
unidirecional ndo precisa ser calculada com exatiddo. Uma solucdo simplificada
habitualmente usada, é aplicar a desigualdade de Armijo (1966) para a resolucdo do

problema de busca unidirecional, i.e. aplica-se a equacéo (2.111.5.4) para a obtencédo de ay:

W(x, +ad A +a, Ay AU, o WUy, 1)) WA U S

T (2.111.5.4)
%ak@ (Xk’)‘kauk)[dkT ()\k+1_ )\k)T Q‘lkﬂ_ .uk)T]

A maneira de se calcular ay a partir de (2.111.5.4) varia pouco de um algoritmo SQP para
outro. Assim, iremos apresentar basicamente o procedimento de Biegler & Cuthrell (1985).
Tamura & Kobayashi (1991) propdem um esquema de célculo de ay mais eficiente do
ponto de vista computacional. Cabe, apenas comentar que quando a dire¢cdo de busca
obtida é descendente, o deve ser positivo. E por isso que a imensa maioria dos algoritmos
SQP da literatura resolvem o problema de busca unidirecional incluindo a restricdo de que
ok deve ser positivo. No entanto, mesmo quando Hy é mantida PD, uma direcdo néo
descendente em relacdo ao problema original da PNL pode ser gerada e nestes casos O
deve ser negativa (Lucia et ali, 1996). Outras complicagdes podem surgir se ay for forgado
a ser positivo quando da resolugdo do conjunto de restri¢des de igualdade pelos métodos de
decomposicdo. Basicamente, a direcdo de Newton obtida pelo algoritmo de decomposicéo
pode ser incompativel com as restri¢des inequagdes e para estas situacdes permitir que ay

seja negativo pode ser suficiente para que estas dificuldades sejam sanadas.

Procedimento de Biegler & Cuthrell (1985):
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1. Inicie ox=1, p=0.1

2. n= max[O,r]dd +107°

3. Se O(a,)>00un, >ny vaparad

4. Se W(x, +a,d) <W(x)+a B (x,)d, va para 5, sendo determine um novo oy por
ajuste quadratico de W(x,,a,,d, , A, M, A,y Hysy) € Vapara 3.

5. Xy =Xty d,

onde,

B :U(Xk)Tkof (Ho 2407 90%) 7+ A 2A)h(%)

0 o). .hx )|

B 0d O
B W% +a b A A0 Ay A O [ 1)) —HXA ML) & B Bp(xk)T%kﬂ_A k%
2 — @4«1 _HE
e ™ o(a,)

sendo, (ar,) :—;g(xk +a,d,)h0x e d)| H3 a8) 9% .h)| € Aes € pea defnidos como

em (2.111.5.2).
I11.6  Critérios de parada

Diversos critérios existem para se identificar se uma dada solucéo é 6tima ou ndo. Um dos
mais usados se baseia na idéia de que na solucdo 6tima, a direcdo de busca obtida na
programacdo quadratica serd nula e, desta forma, se pequenos incrementos sdo feitos nas
variaveis de decisdo é porque se esta perto da solucdo Otima. Assim, a idéia é medir o
quanto as variaveis diferem de uma iteracdo a outra. Palomares & Mangasarian (1976),

Papalambros & Wilde (1988) sugerem que a medida seja tomada como:
% =%l <enies >0 (2.111.6.2)

Outra sugestéo pode ser vista em Edgar & Himmelblau (1989), a saber:
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|||Xk ” _]'I

No entanto a forma com que (2.111.6.2) é apresentada em Edgar & Himmelblau (1989) nao
é adequada, uma vez que existe uma indefinicdo para o caso de x ser unitaria. Uma
modificacdo possivel de ser feita € apresentada em (2.111.6.3) para o caso de se ter x

unitario.

||Xk+1 = Xy ”

<g,;€,,&, >0 (2.111.6.3)
] -1 [ T

Outras medidas que quantifiguem o desvio da condi¢do 6tima podem ser tomadas com
relacdo as condicOes de otimalidade. Da condicdo de Karush-Kuhn-Tucker, temos que o
gradiente do Lagrangeano deve ser nulo na solucdo 6tima, assim, ao invés de se considerar
a equacdo (2.111.6.1) ou (2.111.6.2) ou (2.111.6.3), poder-se-ia fazer uso da equacdo (2.111.6.4),
como feito por Lucia & Xu (1990) e também sugerido em Papalambros & Wilde (1988).

Iof (x ) AD h(xd 1 g(x)| eqim O (2.111.6.4)

Uma outra questdo importante € com relacdo a viabilidade do problema. Por exemplo
(2.111.6.1) a (2.111.6.3) nada dizem com relacdo a estarem as restri¢des satisfeitas. Ou ainda,
(2.111.6.4) nada afirma com relagéo ao valor dos multiplicadores de Lagrange. Assim, 0 uso
isolado destas equacdes pode ndo ser satisfatorio, uma vez que pode-se eventualmente
encontrar uma solucdo invidvel ou que de fato ndo seja Otima. Uma medida da
inviabilidade pode ser feita de acordo com a equacgéo (2.111.6.5) e uma verificagéo do valor

dos multiplicadores de Lagrange pode ser feita pela equacéo (2.111.6.6).

%]((X):))%ng,&/ >0 | :{i |9 (X,) :(};gJ <0;J :{i|i Dl} (2.111.6.5)
U, >0 (2.111.6.6)
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O uso de (2.111.6.5) é na verdade bastante recomendado. Um problema que pode surgir com
relativa frequéncia, ao contrério do que se poderia pensar, é o fato de termos gradientes das
restricdes nulos. Nesta situacdo, o que ocorre € que a nivel da PQ estas restricdes poderao
ser ignoradas e a direcdo de busca obtida pode ndo ocasionar uma perturbacéo tal que mude
o valor do gradiente e neste caso as restricbes ndo serdo satisfeitas. Ainda, um outro
problema que pode surgir, especialmente quando do uso de um procedimento de
decomposicdo na resolucdo da PQ é termos restricdes de desigualdade reduzidas nulas.

Neste caso, elas também poderdo ser ignoradas e ndo satisfeitas.
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