CAPITULO 3: O ALGORITMO MISQPSOL

No capitulo 2, vimos que inimeras dificuldades podem surgir quando da resolugcdo do
problema (P2) pelo método SQP. Estas se dividem basicamente nos seguintes grupos, além

dos problemas de condicionamento numérico:

» € necessaria a existéncia de um método eficiente para o calculo do Hessiano: o uso de
fungdes analiticas faz com que se tenha convergéncia local quadratica. Por outro lado,
pode ndo ser facil obter uma solucéo estacionaria de minimo do problema da PQ.

 inconsisténcias na linearizacdo podem fazer com que surjam restrices nulas,
redundantes ou entdo tais que o problema da PQ é inviavel: quando do uso de
estratégias de decomposicdo, inconsisténcias entre restricdes de igualdade e
desigualdade podem se tornar mais acentuadas, fazendo inclusive com que restri¢cGes de

limites sejam ignoradas.

Na literatura alguns procedimentos para contornar estas dificuldades foram identificados e

comentados, a saber:

* a aproximacéo do Hessiano na iteracdo k do algoritmo SQP, Hy, pode ser obtida por
um método quasi-Newtoniano de forma que Hy seja PD: dependendo da formula
empregada pode ndo se assegurar que se tenha Hy sempre PD. Mesmo quando Hy obtida
PD, o procedimento pode ser demasiadamente conservador ou uma solu¢do ndo minima
da PNL pode ainda ser encontrada. Assim, outra perspectiva que surge € tornar Hy PD
no plano tangente as restri¢bes ativas ou, pelo menos, termos Hy PD em relacdo ao

problema reduzido, i.e., atualizar Z'H,Z por um método Newtoniano. Um

inconveniente que surge no primeiro caso € que ndo se sabe a priori qual o conjunto que
estara ativo numa dada iteracdo ou na solucdo 6tima. Desta forma, outros algoritmos
surgem que introduzem perturbacdes em Hy para forga-la a ser PD quando necessario.

Verificar se Hy € PD no plano tangente e a partir dai introduzir elementos de forma a
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que ela se torne PD no referido plano pode ser por demais custoso em termos de tempo
computacional gasto. Assim, e interessante desenvolver-se outro procedimento. Ainda,
quando Hyx é PSD no plano tangente, infinitas solucdes existem. Poder-se-ia
eventualmente querer fazer uso de uma destas solugdes particulares, ao invés de se
forcar Hy a ser PD.

* restricdes inconsistentes sdo usualmente tratadas, reformulando-se o problema da PQ,
permitindo-se violagOes discretas nas restricbes: embora com este procedimento possa-
se, na maior parte dos casos, encontrar uma solu¢do, ndo ha meios de se garantir que
esta serd de fato a melhor solucédo, a qual, depende do relaxamento realizado. Ainda,
quando existem restricfes nulas, o relaxamento da regido vidvel em nada resolve o
problema e neste ponto, inUmeros algoritmos da literatura podem falhar como o pacote
NPSOL (Gill et ali, 1986) ou mesmo o algoritmo de Schmid & Biegler (1994), pelo
menos tal como este Ultimo foi descrito pelos autores. Identificar restricdes redundantes
ou inconsistentes pode ndo ser uma tarefa elementar e tentar reduzir o custo
computacional para este fim é imperativo. Ainda, inconsisténcias nas restricbes de
igualdade fazem com que a grande maioria dos algoritmos publicados retorne a uma
fase de pré processamento, a qual é por demais dispendiosa. Ainda, muitos dos
algoritmos publicados recorrem a uma fase de pré processamento para que se gere uma
solucdo inicial viavel a nivel do problema da PQ. Eliminar-se esta também é de

interesse.

O algoritmo proposto nesta tese visa a melhorar ou buscar alternativas vidveis para estes
problemas encontrados. Basicamente, os principais pontos de inovacdo sdo descritos a

sequir.

A matriz Hessiana, Hy, € calculada por diferencas finitas ou por expressdes analiticas e em
nenhum momento esta matriz é forcada a se tornar PD. Quando Hy possuir autovalores
nulos no plano tangente as restrigdes ativas, o sistema de KKT é ampliado e resolve-se este
por minimos quadrados. A partir da solucdo obtida, é possivel verificar se o sistema de

KKT é consistente ou se a PQ possui caracteristicas de ndo convexidade acentuadas.

Inconsisténcias nas restricbes de igualdade séo verificadas junto com o procedimento de

decomposicdo de variaveis, o que faz com que ndo haja um aumento significativo no
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tempo computacional. No procedimento adotado, é possivel identificar se existem
restricbes redundantes ou se o problema da PQ é inviavel. Em qualquer um dos casos,
eliminam-se restricdes inconsistentes. Ainda, para o caso particular, em que existam
restricbes de igualdade linearizadas nulas, tratamentos sdo efetuados de forma que se
assegure a geracdo de uma direcdo de busca que perturbe o problema quando as restrigdes
ndo sdo satisfeitas. Como a direcdo de busca gerada pelo algoritmo é tal que incrementos
podem ser realizados em direcdes que afetem todas as restricdes, o procedimento pode ter
assegurada a propriedade de convergéncia para um ponto que é solu¢do do conjunto de
restricdes de igualdade. Ainda, inconsisténcias entre restricdes de igualdade e desigualdade
oriundas de limites nas varidveis sdo tratadas. Basicamente, visa-se a que restricGes de
limites ndo sejam ignoradas para 0 caso em que a base para o kernel das restricdes de
igualdade é também uma base para o0 espaco nulo de algumas restricdes de limites. Optou-
se por ndo se efetuar tratamentos semelhantes para restricGes de desigualdade nao lineares,
pois, em geral, a direcdo de busca gerada a nivel da PQ provoca perturbagdes nestas e
problemas de convergéncia para os diversos exemplos testados ndo foram observados, nao
justificando um procedimento de verificacdo que poderia ser desnecessariamente oneroso.
No entanto, quando se obtém d,=0, o algoritmo verifica se existe alguma restri¢do violada
e, neste caso, uma perturbacdo pode ser gerada de forma que a restricdo ndo mais seja
ignorada pelo algoritmo de solugdo. Ainda, permite-se que o sentido da direcdo de busca a
nivel da PQ seja invertido, i.e., ok negativo é permitido no procedimento de busca
unidirecional. Isto pode ser interessante tanto para se minimizar a probabilidade de se
chegar a uma solucdo estacionéria ndo de minimo, como também para auxiliar a obtencdo

de uma solucéo viavel.

Uma outra caracteristica interessante do algoritmo proposto que difere de algumas outras
abordagens é que, em algumas situaces, a identificacdo de Hy ndo ser PSD ou PD no plano
tangente pode ser feita simultaneamente com a resolucdo do sistema de (KKT) e também
ao mesmo tempo sdo verificadas violagdes nas restri¢Ges, i.e., se 0 problema da PQ €
inviavel. O algoritmo é tal que restricbes redundantes sdo eliminadas. Com relacdo aos
problemas reduzidos de PQ inviaveis, o algoritmo obtém uma solugdo que é viavel para um
subproblema do problema original da PQ. A premissa para tal é que nada garante que a
direcdo obtida relaxando-se as restricGes sera melhor. A convergéncia do algoritmo €

forcada, incorporando-se valores para os multiplicadores de Lagrange para este caso e para
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alguns problemas da PQ bastante ndo convexos. Este procedimento também € inédito e
obtivemos a convergéncia do algoritmo para problemas para 0s quais outros codigos da

literatura ndo conseguem convergir.

Existem, ainda, pequenas diferencas no tocante a implementacéo realizada. Estas se déo

com relacdo a maneira com que o método de conjuntos ativos foi empregado.

O algoritmo foi desenvolvido de modo que todos os tratamentos realizados s&o
conceitualmente simples e também a sua resolucdo numeérica. De uma forma bastante
simplista, o tratamento de problemas inconsistentes é feito empregando-se apenas a
fatoracdo QR e resolvendo-se um problema de minimos quadrados. A condicdo de (KKT)
consiste em se resolver um sistema do tipo Ax =b. Se A ndo é de posto pleno, entdo, ou 0

sistema € impossivel ou indeterminado. Em qualquer um destes casos obtemos

A :[A E], onde E é composto de vetores unitarios e Aé de posto de linha pleno.

~ —_ ;. ~ 717 . = ./
Resolve-se, entdo, AX =b por minimos quadrados, sendo X = [xT xT] e X uma variavel

artificial. A partir da solucéo obtida e possivel verificar se Ax =b é indeterminado ou
impossivel. Ainda, a partir dos valores dos multiplicadores de Lagrange, de Xe da
estrutura de E é possivel saber se existem restricbes redundantes e estas serdo
automaticamente eliminadas. A partir da resolucdo do sistema ampliado, € possivel
perceber se 0 espaco viavel da PQ é vazio. Nesta situacdo, os valores dos multiplicadores
de Lagrange serdo impostos, 0 que assegura a convergéncia do método. Quando a base do
espaco nulo das restricGes de igualdade é base para o kernel das restrigdes de limites, as
restricdes de igualdade sdo relaxadas quando estritamente necessario de forma que a
direcdo de busca obtida ndo gere valores que estejam fora de seus limites. O principio do
método de conjuntos ativos usado € permitir que até n+1 restricdes possam ser ativadas,
sendo n a dimensdo do problema original (P1) ou (P2). Por questdes de implementacdo, no
entanto, ao invés de permitirmos que se introduzam n+1 restricdes, optamos por alterar a
forma padrdo do problema da PNL que se quer resolver. Basicamente, a idéia é a de se
introduzir uma variavel a mais na funcdo objetivo de (P1) ou (P2) como um termo

quadrético, a qual ndo aparecera nas restrigdes.
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Ou seja, embora o problema que o algoritmo MISQPSOL ira resolver seja dado por (P2), a

forma padréo que deve ser usada é dada em (P3), a saber:

XxOB;(xn X0 f@) f(€) minf(s) 4x]

sendo,
X :{x|x OX°0 IR"; &) IR;h&) h'(x,)+0x, =0;9(x) =g'(x,) +0x, s(} (P3)

X, O ] ) ]
onde, x=r1' [ f:IR™ - IR;h":IR™ = IR"; g": IR — IRP
.

d>0; B;(x") e uma bola aberta em torno de x”

No problema (P3) o indice r se refere as variaveis originais do problema da PNL que se
quer resolver e o indice a a variavel artificial da forma padréo do algoritmo MISQPSOL.
Note que X, deve ser igual a zero na solucdo 6tima. Os mapeamentos f, h e g devem ser
tomados apenas em relacdo as varidveis originais. O mapeamento g pode englobar
restricdes de limites, definidas como em (P4). Neste caso, estas devem ser identificadas
pelo usuario para que problemas de inconsisténcia entre estas restricbes e as de igualdade

possam ser tratadas.

l<x <u (P4)

onde, I, udJIR"™*

Findos estes comentérios, o algoritmo MISQPSOL para a resolugdo do problema (P3),
passa a ser apresentado. A nomenclatura empregada na descri¢do do algoritmo é constante
da tabela 3.1. Na tabela, dividimos as variaveis em diversos grupos, como 0s parametros
que devem ser fornecidos pelo usuario, as mensagens de aviso enviadas (ST) ao usuario
pelo programa, as variaveis e fun¢des que definem o problema da PNL e os multiplicadores
de Lagrange das restrigdes (f, h, g, I, u, x, n, m, p, A, W), e algumas variaveis internas do
programa (numero de iteracdes, varidveis auxiliares, matriz de restri¢des ativas, numero de
restricdes ativas, indice das restricdes ativas, direcdo de busca, gradientes e Hessiano). Os

pardmetros que devem ser fornecidos pelo usuario incluem pardmetros de precisdo
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max

numérica (v, €), critérios de parada do algoritmo (gp, k™, kqp"), estimativas iniciais (x°,

1°) e parametros de sintonia do algoritmo ().

Tabela 3.1: Nomenclatura empregada na descri¢do do algoritmo MISQPSOL

parametros de convergéncia e tolerédncia numerica (definidos pelo usuario)

€p tolerancia para o critério de parada (como definido no capitulo 2 no item
111.6)

v valor, abaixo do qual um valor em mddulo é considerado virtualmente zero

€A perturbacdo a ser realizada quando a matriz das restricbes de igualdade

linearizadas for nula
K™ niimero maximo de iteragGes do algoritmo SQP
Kgp oo . ndmero maximo de iteracGes do algoritmo de resolucéo da PQ

estimativa inicial (definidos pelo usuario)

X° valor com que as variaveis de decisdo sdo iniciadas
T valor com o qual os multiplicadores de Lagrange de todas as restricdes séo
iniciados

parametros de sintonia do algoritmo (definidos pelo usuario)

Ty ... valor atribuido aos multiplicadores de Lagrange associados as restricdes de
desigualdade no caso de se ter um problema da PQ reduzido inviavel ou
critico (para a definicdo de problema da PQ critico, consulte o capitulo 4, item
11.1)

definicdo do problema da PNL (conforme a forma padrédo em (P3) e (P4))

variaveis de deciséo

funcgéo objetivo

restricdes de igualdade

(o] > X

restri¢cdes de desigualdade

limite inferior nas varidveis de decisao

n namero de variaveis de decisdo (incluindo a variavel artificial x;)
m numero de restricdes de igualdade

P namero de restrigdes de desigualdade

u limite superior nas variaveis de decisdo

A multiplicadores de Lagrange associados as restricdes de igualdade

(continuacdo da tabela 3.1)
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U multiplicadores de Lagrange associados as restricdes de desigualdade

mensagem de aviso

ST indica a ocorréncia de avisos a nivel da PQ. Assume um dos seguintes
valores:
0 ... indica que uma solucéo estacionéria da PQ foi obtida
-1 ... indica que existem erros de precisdo numérica relevantes e que a

solugéo pode néo ser a correta.

-2 ... indica que existem restri¢cOes ativas, mas o sistema de KKT é
inconsistente, ou seja, a solugdo obtida ndo é estacionaria.

-4 ... indica que a solucdo Otima do problema da PQ obtida
corresponde a solucdo irrestrita e que a matriz Hessiana é de
posto deficiente e o sistema de equacdes € consistente.

-5 ... indica que a solucdo do problema da PQ obtida corresponde a
solucdo irrestrita e que a matriz Hessiana é de posto deficiente e
0 sistema de equagdes € inconsistente. Ou seja, a solucdo obtida
ndo é estacionaria.

-10 ... indica que o problema da PQ ndo tem solucg&o viavel

-11 ... existem restricbes ndo lineares de desigualdade que podem nao
estar satisfeitas pela solu¢do da PQ encontrada

-13 ... indica que o problema da PQ é critico (veja definicdo rigorosa
no capitulo 4, item 11.1)

-14 ... indica que o problema é critico e ardiloso (veja definicdo

rigorosa no capitulo 4, item 11.1)

variaveis internas
A matriz das restricdes ativas

Aineq - matriz de restricGes de desigualdade linearizadas reduzidas ndo nulas, i.e.,

Areg = (DgT(xk)Z) , sendo que Ir contém os indices das linhas ndo nulas

I

de 0g' (x,)Z

A matriz auxiliar de uso local

(continuacdo da tabela 3.1)
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b

bineq

bpornul

Q| 2 o
CT||

o 9

S

I I

imaX
Jk(i)
Jk

My

vetor correspondente a restri¢oes ativas
vetor correspondente a restricdes de desigualdade linearizadas reduzidas néo

nulas, i.e., b, = =0, (%)

vetor correspondente a restricbes de desigualdade linearizadas reduzidas

nulas, i.e., b = -0, (%), sendo que Iy contém os indices das linhas

pornul

nulas de 00g" (x,)Z

vetores de uso local
direcdo de busca, i.e., variavel de deciséo do problema da PQ
solugdo particular do sistema de equacgdes correspondente as restrices de

igualdade
variavel auxiliar de uso local

variavel auxiliar de uso local

vetor unitario sendo que o elemento ndo nulo ocupa a i*™ posic&o

porcdo de h que corresponde as linhas LI da matriz de restricdes de
igualdade linearizadas

aproximacdo da matriz Hessiana da funcdo Lagrangeana do problema da
PNL

matriz de uso local (por¢édo LD de I—~|)

matriz de uso local (porgéo LI de ﬁ)

matriz Hessiana reduzida

variavel auxiliar de uso local

variavel auxiliar de uso local

elemento de Ji

contém o indice das restricdes ativas na solucdo do problema da PQ na
iteracdo k do algoritmo MISQPSOL

iteracdo do algoritmo SQP

iteracdo do algoritmo de resolucdo da PQ

posto da matriz de restricdes de igualdade linearizadas

matriz de uso local

matriz de uso local

(continuacdo da tabela 3.1)
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=S

na

nr

pr

QZ!RZ

N —

N

Ok
H,u,

A

[

|Jmax

matriz de uso local

matriz de uso local

matriz de uso local

matriz de uso local

numero de restricdes ativas

numero de variaveis do problema da PQ reduzido, nr =n-mr

numero de restricdes de desigualdade ndo nulas do problemada PQ reduzido
indicam as matrizes obtidas na fatoracdo QR

indicam as matrizes obtidas na fatoracdo QR

indicam as matrizes obtidas na fatoracdo QR

matrizes auxiliares de uso local

elementos da diagonal de R

matriz auxiliar de uso local

varidvel auxiliar de uso local

variavel auxiliar de uso local

base

base para o kernel das restricdes de igualdade linearizadas
base para o kernel das restri¢cbes ativas na solucdo encontrada ao final do
algoritmo da PQ

atenuacdo da direcao de busca

variaveis auxiliares de uso local

variavel auxiliar de uso local

variavel de uso local

indices (acompanham quaisquer da variaveis supra apresentadas)

*

indica que se trata da solucgéo 6tima

indica a iteragéo do algoritmo MISQPSOL

indica transposto

indicam particionamentos convenientes ou entdo servem para distinguir

diferentes fatoracdes obtidas

De uma forma simplista, o algoritmo MISQPSOL envolve 0s seguintes passos gerais:
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1. Definicédo do problema a ser resolvido (caracterizagdo de f, h, g, I, u, n, m, p, X, &, €y,
ea, K™ Kgp 0 X°, W, )

2. Inicializag8o de variaveis (k = 0;x, =x° A, =, =H°)

3. Caélculo de gradientes e Hessiano

4. Formacdo do problema da PQ reduzido (decomposicdo de variaveis, verificacdo de
inconsisténcias entre as restricoes)

5. Resolucdo do problema da PQ reduzido (uso de método de conjuntos ativos para a
obtencdo da direcdo de busca, obtém-se como solucédo valores para dy, A, 1)

6. Resolucdo do problema de minimizacéo da fungdo de mérito (obtencéo de o)

7. Atualizagdo de variaveis (X, =X, +0,d,;A,,; =AU, ., =U; K =k +1)

8. Verificacdo da condicdo de otimalidade (ou encontra-se a solucdo 6tima, ou retorna-se

a 3 ou efetua-se uma fase de pos - processamento para analise da solucéo encontrada)

Estas etapas correspondem a seqliéncia de operacfes descritas nas tabelas 3.2 e 3.3. Para
que a compreensdo do algoritmo seja facilitada, i.e., para que melhor se entenda o que €
feito em cada passo do algoritmo, ap0s a apresentacdo das tabelas, as operacdes nelas

constantes s&o comentadas com pormenores.

Tabela 3.2:  Sumaério da seqiiéncia de operagdes do algoritmo MISQPSOL

(inicializacéo de variaveis)

1. Escolha qualquer solucéo inicial {x°, 1°} e atribua um valor a p'. Ainda, especifique €p,

ev, K™ e kg Facak=0, A, =, =p°.

(continuacdo da tabela 3.2)
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(formacao do problema da PQ -célculo do Hessiano, dos gradientes, da base para a

decomposicao e verificacdo de inconsisténcias nas restricdes de igualdade e de limites)

2. Use 0 método de diferencas finitas ou expressdes analiticas para calcular:

H (% Ao H ), OF T(x)H T (1 97 (%)
« . T RO ,
3. Efetue a fatoragdo QR de Uh(x,), i.e., Q Oh(x, F E)D onde R é de ordem m e os
L

elementos da diagonal de R sdo denotados por r;. Facai=1.
4. Se r; = 0, permute a i*™ coluna original de TIh(x,) e 0 i*™ elemento original de h(x)
de modo que eles passem a ocupar a ultima posicédo de [Ih(x,) e h(xy), respectivamente.

5 Sei<mfacai=i+1leretornead
6. Ao final deste procedimento teremos m-mr colunas permutadas, sendo mr o posto de

Oh(x, ) . Para o caso de se ter mr = 0, ou seja, quando [h(x,) € uma matriz nula, faga
mr =1 e modifique o primeiro componente de [Jh(x,) correspondente a um elemento
de x que € mapeado por h, atribuindo-lhe o valor €. Elimine, entdo, todas as m-mr

ultimas colunas e linhas de [Oh(x,) e h(x), obtendo Dﬁ(xk) e ﬁ(xk), respectivamente,

~ RO
atualizando a fatoragdo QR da matriz resultante, i.e., Q"Oh(x, B)H Obtenha, ainda,

nr=n-mr.
7. A partir da fatoracdo QR obtida no item precedente faca:

[T z]=qTOR™™;z3 IR

R'd =-h(x,)

d, =Td

8. Para cada i = 1, .., nse Z'e =0, sendo € 0 i*M° vetor unitario, verifique se
| <d,, <u, sendo d,,,l,u, respectivamente, o i*™ elemento de d,, | e u. Se a

desigualdade néo € satisfeita faca:

_ X +1;

« sed, >u —x,entod, = 5 Xk
T sn T Xix TU;
« sed;, <l —xéentdod, =— 5 ik

(continuacdo da tabela 3.2)
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(formacéo do problema da PQ reduzido - verificagdo de inconsisténcias nas restricdes de

desigualdade)

9. Atribua a pr o nimero de linhas ndo nulas em Og'(x,)Z e forme a matriz Ajpeq COMO
sendo a porgdo ndo nula de 0g'(x,)Z. Forme, ainda, o vetor bineq Cujos elementos

correspondem as linhas de g(x,) correspondentes as linhas ndo nulas em Og'(x,)Z .

|:P‘ineq H

Ou seja, efetua-se 0  seguinte  particionamento: Og" (x,)Z= Do P
av

Fo(x 0 ob,, O .
9(%) " O A DIRP™™;dim(0F (p- prx nr; b, IR™;

U 1=
D—DgT (Xk)d O %’pomul N

b OIRP™. Se b <0 entdo ST=-11 e existem restricbes de desigualdade

pornul pornul

inconsistentes e que serdo ignoradas. Em seguida, o problema da PQ reduzido é

formado como:

mdin%dTﬁd +c'd
sa Ad<b,,
onde, H = Z"H (X, A, 1, )Z OIR™ ™ ;¢ = Of T(x,)Z+ d,H (X, A 1) Z
d =zd +d,

(inicializagdo do conjunto ativo)
10.Nomenclatura: os indices das restri¢ces ativas sdo armazenados no vetor Ji, 0 niUmero

de restricGes ativas na iteracdo k € nax e 0 conjunto das restricGes ativas é denotado por

A, AOIR™ ™ sendo que a i*™ linha de A corresponde & ji(i)*"™ linha de Aineg, jk(i) €

0 i®™ elemento de J,. Ainda, note que A tem a seguinte estrutura [A O IR O] :

Se k = 0: inicialize nay e Jx como segue:

(continuacdo da tabela 3.2)

Uso de um algoritmo SQP na otimizacdo de processos quimicos continuos em tempo real 68



Miriam Tvrzska de Gouvéa

e se pr>nrldnag nr
e se prsnrld nag pr

. ‘]k :{]_,2,...,nak}

Se k =1: nax = nay.1; Jk=Jk-1. Verifique se em Ji existem restricbes que foram eliminadas
no passo 9 e se este for o caso, atualize nag e Ji, retirando-se destes o numero de
restri¢Oes e os indices das restricbes que foram eliminadas.

(resolucao do problema da PQ reduzido)
11.Faca kqp=1.0btenha a seguinte fatoracdo QR: H= QR

(resolucdo do sistema de KKT)

12.Faca o0 seguinte particionamento com as respectivas permutacles necessarias:

H H OD
H= a—h H, | El’ aonde H é de posto pleno e o Gltimo elemento da diagonal de H
______ L
g5 00 11§

corresponde a varidvel artificial. Este particionamento é facilmente obtido a partir da

fatoracdo QR obtida no item 11. Ou seja, os elementos da diagonal de H correspondem

-ésimos

aos i elementos da diagonal de H que correspondem aos ™ elementos n&o nulos

da diagonal de R. Casos particulares desta fatoracdo correspondem a se ter por exemplo:
|

o~ H . N :
H =0 QIR gy seja, H = %‘i‘im; ou ainda, pode-se ter a situacédo inversa, i.e.,
0

e R ~_Hoiog,
H OIR™ ™™™ e neste caso H = [5-+--[71€ ndo singular.
0 110

13.Atualize a fatoracdo QR obtida no item 11 com a por¢do ndo singular de H, ou seja,

=QR.

I

(continuacdo da tabela 3.2)
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(caso da existéncia de restrigdes ativas, sendo 0s passos 14 a 22 sdo substituidos pelos
passos 14 a 22 da tabela 3.3)

14.Em funcéo do particionamento e permutacdes efetuadas no passo 12, obtenha:
Od, O
cT:[clT CZTEO];A:[A1 AZ:O];d:Ed2 B

15.A partir dos particionamentos efetuados, proceda como:

Se H é singular e se existe a por¢ao ndo singular H , obtenha:

e e e
0A O A 0 « O Ebg

Se Hé singular e se ndo existe a por¢do ndo singular H , faca:
_ 0 A'0_ dO- [GcO

:O;_:D O = b =
AZOA A 00 H “Ho B

Se H éndo singular, obtenha:
A=AA=0=p;b=b

16.Se ndo existe H, faca: M =A; b =b .

Em caso contrario, faca:

(continuacdo da tabela 3.2)

b=b-At

Uso de um algoritmo SQP na otimizacdo de processos quimicos continuos em tempo real 70



Miriam Tvrzska de Gouvéa

17.Efetue a seguinte fatoragdo QR: M" = Q,R,

i*M° vetor unitario m,;. Se for o

18.A cada elemento i da diagonal de R, nulo associe um i
caso atualize M como: M :[M Mn], onde M_ é constituida por todos os vetores

unitarios mp;. Ainda, se for o caso atualize a fatoragdo QR do item 17, i.e.,
_1R, 0O
MT = [QZ QZ] HO

19.Efetue a seguinte operacdo de passos (obtencdo da solucdo de minima norma):

20.Se existe a porcdo M. em M, proceda da seguinte forma. Primeiramente, obtenha

umaxzmax|ui|, sendo que p; sd0 0s componentes de [ correspondentes aos

multiplicadores de Lagrange das restricdes de desigualdade conforme o particionamento
realizado em 15. Em seguida, aplique o teorema de Penrose fazendo com que todos os
componentes de p; associados as linhas linearmente dependentes de M sejam iguais a

- M.« —01. Isto pode, e.g, ser feito da seguinte forma:

(a0

HH

~ . dyO. o . x
Q,=0Q/ Eg EM”, onde Iy é uma matriz unitaria de mesma dimenséo que M

obtenha a seguinte fatoracdo QR: Q, = Q,R,

0 U — T1A
¢ éyjﬂ éyjﬂ"'QzQzR

21.Se existe H , faca d, =t — M,[I .
22.Recupere as variaveis originais d e pi conforme os particionamentos e atribuigdes

realizados nos passos 14 e 15.

(continuacéo da tabela 3.2)
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(atualizacao do conjunto ativo e verificacao da condi¢éo de otimalidade do problema da

PQ)

23.Se todos os componentes de i forem positivos ou nulos e se A ..d <b; parai[J, va
para 25 (temos as seguintes situacfes possiveis: quando M é de posto pleno ou quando
M é de posto deficiente mas p, =0, a solugdo obtida na PQ é estacionaria; quando M
ndo € de posto pleno e p, # 0, a solucdo obtida ndo é estacionaria e uma mensagem de
aviso é gerada, a saber, ST = -2).

Em caso contrario, a solucdo 6tima da PQ ainda ndo foi encontrada. Proceda como:

- max A ; —_
* se k, =k, vapara24, sendo Kgp=Kgp+1

lpax = mgx{|pi| M, <(}

 elimine de J 0 elemento ji(i) = imax € faca nag=nay-1

* inclua em J os indices de restri¢cdes violadas da seguinte forma: se o indice i satisfaz
Aneqid > ;i 0J, e dim(J,) =na, <nrentdo J, ={i,J} e na=nac+1. Repita este
procedimento para todos os i =1,---,prei 00J, .

e retorne para 14

24.Faca p=p'. O problema da PQ é inviavel ou critico e va para 25.
(término da PQ, recuperacdo dos multiplicadores de Lagrange de restri¢des de igualdade)

25.Atualize A de acordo com a equacéo (2.111.4.11)

(minimizacgdo da funcdo de meérito e atualizacéo das variaveis de decisdo)

26.0btenha oy usando a equagdo (2.111.5.2) como funcdo de meérito, aplicando o
procedimento de Biegler & Cuthrell (1985) descrito no item I11.5 do capitulo 2

27.Calcule x,,, =x, +a,d,

(continuacdo da tabela 3.2)

(verificacdo do critério de parada: condi¢do de otimalidade e viabilidade da solucéo)
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28.Se a equacéo (2.111.6.1) for satisfeita va para 29, sendo se k<k™ faca k = k +1e retorne
ao passo 2, em caso contrario o algoritmo SQP ndo convergiu dentro da tolerancia
especificada €, e uma mensagem de aviso é gerada.

29.Se a equacdo (2.111.6.5) ndo for satisfeita, a solugdo é ndo viavel e va para 30, sendo
verifique a condicdo de 2% ordem, a saber, obtenha pelo método da fatoracdo QR uma

base Z para o kernel das restricdes pertencentes ao conjunto ativo na solucdo 6tima. Se

Z"H(x",A",u")Z n&o contiver autovalores negativos e nulos, entdo a solugdo 6tima do

problema foi encontrada e o algoritmo é finalizado. Em caso contrério, obteve-se uma
solucdo estacionaria viavel que pode néo ser de minimo e va para 30.

30.Neste item, primeiramente se Z ' H(x",A", " )Z ndo contém autovalores negativos,
verifique se a solucdo é de minimo. Em seguida, podem ser feitos tratamentos para as
situacBes em que a solucdo estacionéria ndo é de minimo ou quando algumas restri¢oes
ndo sdo satisfeitas. Apds se efetuar o tratamento, pode-se, eventulamente, retornar ao

passo 2 do algoritmo, incrementando-se k.

Tabela 3.3:  Sumario das operagdes de resolugdo da condicdo da KKT da PQ para o caso

irrestrito

14. Efetue conforme o particionamento do passo 12 da tabela 3.2, o seguinte

D d, D
particionamento: d = D d, DC —[c1 c 0].
Fl, =05

Observacdo: se H é de posto nr-1 entfo n&o existe d, e ¢,. Se H, for de ordem nr-1, ent&o
ndo existe d; e ¢;.
15. Usando a fatoracdo QR obtida no passo 13 da tabela 3.2, se a ordem de H, for inferior
—QTC
Rt=t

anr-1, resolva Ht = —c,, i.e., faca:

OO,
~—

16. Se rank(H)=nr -1d, =te va para 21, sendo va para 17.

(continuacdo da tabela 3.3)
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_ _ 0
17. Se existe H, usando a fatoracdo QR de H , faca: [ . Por exemplo,
O

apligue um procedimento analogo ao que foi feito no passo 16 da tabela 3.2. Se ndo
existe H,entio M=H, =0;b = —

18. Efetue a fatoracdo QR de M'. Se M for de posto deficiente, atualize M e sua fatoracéo
QR como: M :[M Mn] , sendo M, formada de vetores unitérios correspondentes as

linhas L.D. da matriz original M.

19. Resolva Md, =b diretamente se ndo existe M, ou resolva M B‘Z H: b por minimos

quadrados em caso contrario. Se p, =0, o problema irrestrito € indeterminado e ST=-
4. Se p, #0 o sistema é inconsistente e impossivel e ST=-5. V4 para 20 se existe H
ou para 21 em caso contrério.

20. Faga: d, =t-H™H/d,

21. Recupere as variaveis originais conforme os particionamentos realizados e faga y, = 0.

22. Faca k,, =k, +1 e retorne ao passo 23 da tabela 3.2.

Primeiramente, no passo 1, atribuem-se valores aos diversos parametros do algoritmo e as
varidveis sdo iniciadas. Em seguida, no passo 2, calculam-se os gradientes de todas as
funcBes necessarias para a formulagdo do problema da PQ. Nos passos 3 a 9, procede-se
com o célculo de uma base ortonormal do kernel do conjunto de restricGes de igualdade
linearizadas e inconsisténcias nestas e em relacdo as restricGes de limites séo verificadas.

No passo 9, a base obtida € aplicada para se formar o problema reduzido da PQ.

Basicamente, a idéia do procedimento adotado é efetuar uma fatoracdo QR da transposta da

matriz de restri¢des de igualdade linearizadas, [h(x, ), obtendo-se uma matriz Q e outra R

(passo 3). Os elementos da diagonal principal de R sdo analisados (passos 4 e 5) para se
identificar a existéncia de restricbes redundantes ou que gerem um sistema impossivel (o
que ocorre quando R ndo é de posto m, 0 que acontece, e.g., quando existirem elementos da
diagonal de R, rj, nulos). Todas as restricGes linearmente dependentes sdo eliminadas
(passo 6). Um caso particular que se pode ter é quando a matriz das restricGes de igualdade

for nula. Neste caso, atribui-se um valor pequeno (g) ao seu primeiro elemento (passo 6).
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Desta forma, pode-se obter uma base Z de ker(Ch'(x,)), bem como uma solugdo

particular do sistema de restricdes de igualdade linearizadas, o que é feito no passo 7.
Ainda, se a base obtida for também base para o espaco nulo de algumas restricdes de
limites estas podem ser ignoradas. Assim, no passo 8, modifica-se a solugdo particular
obtida para o sistema de equacdes de igualdade, de forma que nenhuma restricdo de limite

que serd ignorada seja violada. A idéia é trazer os componentes de Jk para dentro do

espaco delimitado por | e u.

No passo 9, o problema da PQ reduzido é formado a partir da base e solucdo particular
obtidas nos passos anteriores. Um cuidado deve ser tomado neste ponto. A base Z pode
também ser base para o espaco nulo de algumas restricbes de desigualdade, o que
acarretard a existéncia de linhas nulas em 0g' (x,)Z , que serdo ignoradas pelo método de
conjuntos ativos. Se este for 0 caso das restricbes de limites, um tratamento foi feito no
passo 8. No caso das demais restricdes de desigualdade nenhum tratamento foi feito, uma
Vez (ue Sa0 poucos 0s casos em que o algoritmo tera problemas de convergéncia para uma
solucdo viavel, ndo se justificando, assim, o aumento no tempo de computacdo que seria
ocasionado se algum tratamento fosse feito. As restricdes de desigualdade reduzidas nulas
sdo eliminadas, o que também € mostrado no passo 9. Quando existirem algumas restrigdes
que ndo serdo satisfeitas, i.e., quando 0g/ (x,)Zd= 0e- g,(x ) O giT(xk)E{Z 0 para
alguns i, gera-se uma mensagem de aviso, i.e., ST=-11. Note que isto significa que a nivel
da PQ, a restricdo ndo é atendida, o que ndo implica em que a restricdo original de

desigualdade nas proximas iterac6es do algoritmo néo seja satisfeita.

Em 10, inicializa-se o conjunto de restricdes que devem estar ativas. Na primeira iteracao
do algoritmo MISQPSOL, i.e., quando k=0, ativa-se 0 maior nimero possivel de restricdes.
Duas situacdes distintas surgem, a saber, quando pr>nr-1 e neste caso ativam-se as nr
primeiras restricdes e 0 caso contrario quando as primeiras pr restricdes sdo ativadas.
Vamos assumir, inicialmente, que a primeira situagdo ocorra. Como, na verdade, uma das
nr restricbes sera (por definicdo da forma padrdo de (P3)) linearmente dependente das
demais restricdes, percebemos que parte-se de um sistema que é de posto deficiente. Esta é
a principal caracteristica do método empregado e que difere das demais abordagens da

literatura. Aplicando este raciocinio para casos particulares, perceberemos que se,
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eventualmente, tivermos poucas restricdes ndo lineares e de limites, poderemos estar
ativando ambas as restri¢des de limites. Assim, uma primeira indagagéo que surge no leitor
é 0 porque de se realizar este procedimento, aparentemente, tdo incoerente. Uma discussao
mais pormenorizada serd apresentada no capitulo 4, quando o algoritmo seré analisado e 0s
problemas da PQ serdo melhor caracterizados. O que interessa observar por ora, é que se 0
algoritmo parte do pressuposto que irdo ser ativadas restricdes que por definigdo seréo LD,
ele é capaz de lidar com matrizes de posto deficiente e, adicionalmente, ele é capaz de
retirar do conjunto ativo todas as restricbes LD. Esta € a esséncia do algoritmo, ou seja,
todas as restri¢coes redundantes e a identificacdo de ser o espaco viavel vazio ou néo, é feita
a partir do principio de que restrices LD sdo permitidas e com isto consegue-se obter a
minima representacdo da regido viavel ou de sub-regides viaveis. Para todas as demais
iteragBes do algoritmo MISQPSOL, as restricdes que estardo ativas no inicio do algoritmo
de conjuntos ativos, serdo aquelas que estavam ativas na solucéo étima do problema da PQ

na iteracdo anterior.

Os passos 11 a 24 correspondem ao metodo de conjuntos ativos empregado para a
resolucdo do problema da PQ. Antes de descrevermos estas operacOes, teceremos
comentarios sobre 0s passos restantes. No passo 25, recuperam-se os valores dos
multiplicadores de Lagrange associados as restri¢ces de igualdade. No passo 26, resolve-se
0 problema de busca unidirecional e as novas varidveis de decisdo sdo calculadas em 27.
No passo 28, é verificado o critério de parada do algoritmo e em 29 a condi¢do de
otimalidade de 2* ordem, bem como a violagdo de eventuais restricdes de desigualdade ou
de igualdade ndo lineares sdo verificadas e correcGes poderiam ser feitas no passo 30. O
passo 30 corresponderia a uma fase de pos - processamento e constitui uma possivel linha
de pesquisa futura para a continuidade dos estudos iniciados na presente tese. Optamos por
ndo efetuar nenhum tratamento, pois os casos de falha de convergéncia do algoritmo
mostraram-se raros, como serd visto no capitulo 5, quando o algoritmo é aplicado para
diversos problemas da literatura. Como o objetivo é aplicar o algoritmo para um problema
de otimizacdo em tempo real, é de interesse que o custo computacional dele seja 0 menor

possivel.
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Como visto no item 1ll do capitulo 2, 0 método de conjuntos ativos corresponde em se
obter o conjunto de restricdes que deverdo estar ativas na solugdo 6tima do problema da

PQ, Ji, para as quais a condicdo de KKT, dada por (3.1) estara satisfeita com p=0.

ATTd0 GO

T
o fE BB 1)

Assim, entender o algoritmo empregado significa compreender os seguintes dois aspectos:

» entender como (3.1) é resolvido numericamente para uma dada matriz A. Esta etapa
corresponde aos passos 12 a 22 do algoritmo MISQPSOL.

» entender como a matriz A é atualizada, de uma iteracdo a outra do algoritmo de
conjuntos ativos, i.e., como restricbes sdo incorporadas ou eliminadas, ou seja, como Ji

€ obtido. Esta etapa corresponde aos passos 23 e 24 do algoritmo MISQPSOL.

Um caso particular que se tem é quando em uma iteracdo qualquer do algoritmo de solucao
do problema da PQ, o problema a ser resolvido ndo apresenta restricdes ativas. Neste caso,
0S passos 14 a 22 da tabela 3.2 sdo substituidos pelos passos 14 a 22 da tabela 3.3. Note
que a resolucdo destes ultimos pode ser feita uma Unica vez e neste caso a solucdo obtida
deve ser armazenada. Os passos 14 a 20 da tabela 3.3 ndo sdo comentados por serem

anélogos ao procedimento usado para a resolucgdo do sistema de KKT.

No capitulo 2, vimos que um método adequado para a resolucao de (3.1) consistia em se

efetuar a seguinte seqliéncia de operacdes:

M = —AH AT

Ht = —c (32)
Mu=b - At

d=t-H'ATu

Um problema, no entanto, surge durante a resolucdo de (3.2) quando o Hessiano é
calculado analiticamente ou por diferencas finitas e € devido ao fato de que o Hessiano

pode ser de posto deficiente. Nesta situacdo, a sua inversa ndo € definida. Assim, devemos
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saber como (3.2) pode ser modificado para este caso. Ainda, aléem de podermos ter o
Hessiano de posto deficiente, podemos ter A ou M de posto deficiente. Qualquer destas trés
situacbes deve ser identificada e tratada. E o que nos proporemos em seguida.
Primeiramente, iremos mostrar como o sistema (3.2) pode ser modificado para que
autovalores nulos na matriz Hessiana reduzida ndo acarretem problemas e em seguida
iremos tratar de todas as demais inconsisténcias do problema da PQ. O primeiro tratamento
corresponde aos passos 11 a 17, 21 e 22 do algoritmo MISQPSOL e o tltimo aos passos 18
a 20.

Suponha que a matriz Hessiana pode ser particionada como em (3.3), em que H é de posto
pleno. Esta ndo € uma hipotese restritiva pois, linhas e colunas podem ser permutadas em
(3.1) sem que isto modifique a solucdo do sistema (3.1) ou quando a matriz Hessiana em
relagdo as varidveis originais do problema da PNL ¢ nula, H ndo sera definido e o

algoritmo continua valido.

_ D_._i_____O__TD
H U | H H O (3.3)
Pin, w1

Assim, sempre é possivel obter a estrutura dada em (3.3). Para tanto basta efetuar
permutacdes de linhas e colunas em todas as matrizes e vetores pertinentes (0 que
corresponde aos passos 12, 14 e 22 do algoritmo MISQPSOL). A forma com que estas
permutacdes devem ser processadas pode ser obtida da fatoracdo QR da matriz H realizada
no passo 11 do algoritmo. Cada elemento nulo da diagonal principal da matriz R desta
fatoracdo corresponde a uma linha linearmente dependente das anteriores ou a uma linha
nula. Assim, esta serd uma linha que devera ser permutada (e sua respectiva coluna, ja que
a estrutura simétrica de H deve ser mantida em (3.3)). Este procedimento é realizado no
passo 12 do algoritmo MISQPSOL. A formalizagdo matematica da validade deste
procedimento e de todos os outros feitos ao longo deste item sera apresentada na forma de

lemas e proposi¢des no capitulo 4.

Em funcdo do particionamento (3.3), (3.1) pode ser escrito como:
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0 md. 0 00 O
H R ATM 0 0.0
H

-

—C
'0=0"0 3.4
v He Add,0 G, (34)

A A OfuH Hb H

OO

De (3.4) percebemos que d,=0 e a resolugéo de (3.4) consiste em se resolver (3.5).

H  HS A0y 0 OcO
..... TD:D D D D
o H A []]ftjz[[:D'CzD (3.5)

A A OMuE Bb A

Note que (3.5) tem uma estrutura semelhante a (3.1), de forma que dadas as definicdes em
(3.6), a sequéncia de operacbes em (3.2) poderia ser substituida pelas seqiiéncias de

operacdes descritas em (3.7), (3.8) e (3.9).

A=pOR=0" A8 p=RR5=F %0 (36)
AH™TE 0" THH T Hb H '
t=—c

M =A,-AH™A’ 3.7)

- _

B =b - At

Mi=b (3.8)

d=t-H'A'I (3.9)

Em termos do algoritmo MISQPSOL, o que temos é que (3.6) € calculado no passo 15,
(3.7) é resolvido no passo 16 através do uso da fatoracdo QR da matriz H (obtida no passo
13). Em 17, obtém-se a fatoracdo QR de M. Em 21, resolve-se (3.9) e (3.8) € resolvido nos

passos 18 a 20, dos quais trataremos em seguida.

O sistema (3.8) tera solucdo Unica se e somente se M for de posto pleno. Ainda, se M é de
posto deficiente, (3.8) ou tera infinitas solugdes ou nenhuma, ou seja, inconsisténcias na

PQ transformam-se em linhas LD em M.

Tese de Doutoramento DEQ/EPUSP/1997 79



Capitulo 3: O algoritmo MISQPSOL

Se M ¢é de posto pleno, i é obtido diretamente de (3.8) e em caso contrario, a matriz M ¢
ampliada conforme (3.10) e [ ¢, entdo, obtido, resolvendo-se (3.11) por minimos

quadrados.

M=[M M, (3.10)
sendo que M, é constituida de vetores unitarios. O elemento ndo nulo de cada um destes

vetores corresponde a uma linha LD na porgéo M.

OO0 —
M“H! H= b (3.11)
sendo que W, serd um vetor nulo se (3.8) for indeterminado e sera diferente do vetor nulo se

(3.8) for impossivel, como sera demonstrado no capitulo 4.

Tanto para a resolucéo de (3.8), como para a de (3.11), pode-se usar a fatoracdo QR de M
para a solucdo do respectivo sistema de equacOes. Isto é feito nos passos 18 e 19 do
algoritmo MISQPSOL.

No caso de termos M de posto deficiente, um cuidado adicional deve ser tomado. Linhas
LD em A se transformam em linhas LD em M. Ao mesmo tempo linhas LD em A indicam
que em A ou existem restricbes redundantes ou, entdo, que o sistema de equacdes que se
quer resolver sera impossivel, e.g., pode-se ter que a regido viavel da PQ sera vazia.
Adicionalmente, podemos ter linhas em A que sdo LD em relagéo as primeiras nr linhas de
(3.1), o que corresponde a certos tipos de ndo convexidade do problema da PQ que serdo
caracterizados no capitulo 4. Assim, é necessario que se eliminem de A todas as restrigdes
LD. Isto pode ser feito se o valor do multiplicador de Lagrange associado a restricdo LD for
negativo. Neste caso, como o sistema de equagdes sera ou indeterminado ou impossivel,
teremos, em qualquer um dos casos, graus de liberdade para impormos o valor do
multiplicador de Lagrange. E o que fazemos. Ou seja, forcamos todos os multiplicadores
de Lagrange de restricbes LD a serem negativos. Isto é feito, aplicando-se o teorema de
Penrose, procedimento este realizado no passo 20 do algoritmo MISQPSOL e que também
é inédito.

Finalmente, resta comentar como o conjunto ativo é atualizado (passo 23) de modo que a

solucdo do problema da PQ possa ser obtida. Se todos os multiplicadores de Lagrange

Uso de um algoritmo SQP na otimizacdo de processos quimicos continuos em tempo real 80



Miriam Tvrzska de Gouvéa

forem positivos e se ndo existirem restricbes violadas, o conjunto ativo Otimo €
identificado. Se existirem multiplicadores de Lagrange com valores negativos, entdo estas
restricdes devem ser eliminadas. Apenas uma restricdo por vez € eliminada do conjunto
ativo e elimina-se a restricdo que possui 0 maior valor em médulo do multiplicador de
Lagrange. Em seguida, verifica-se a existéncia de restri¢des violadas e adicionam-se estas
até que o numero de restricdes pertencentes ao conjunto ativo seja igual a dimenséo do
problema reduzido. Ainda, as restri¢cGes adicionadas sdo sempre incorporadas nas primeiras
linhas da matriz A. Uma outra questdo que pode ndo ser transparente é quais sdo os indices
que primeiramente serdo incorporados ao conjunto ativo. Como o procedimento é valido
para qualquer iteracdo do algoritmo SQP, tem-se que, na verdade, ndo s6 os elementos do
conjunto ativo Ji devem ser armazenados, como também os elementos do conjunto nédo
ativo. Neste caso, os indices que poderdo ser ativados serdo os primeiros constantes do
conjunto de restricdes nao ativas e ndo necessariamente a primeira restricdo nao ativa do

conjunto original Ajneq.

No passo 23, ainda, € verificado se a solugédo obtida pelo algoritmo é de fato estacionaria, o
que ¢ feito analisando-se a consisténcia do sistema de equacdes em (3.8). Caso nao seja,

i.e., quando M e de posto deficiente e quando p, #0, uma mensagem de aviso € gerada

(ST=-2).

Finalmente, o passo 24 corresponde a verificacdo de se conseguir encontrar uma solucao

para 0 problema da PQ. Neste ponto, alguns comentarios sdo relevantes. O algoritmo

MISQPSOL ou ird convergir para uma solucdo estacionaria do problema da PQ em um

namero finito de operagdes ou entdo apenas uma das seguintes hipoteses é verdadeira:

» aregido viavel do problema da PQ € vazia: neste caso o que teremos é que em uma das
duas ultimas iteragdes do algoritmo de conjuntos ativos, a matriz M ser4 de posto
deficiente e o sistema (3.8) sera impossivel. Cabe salientar que o algoritmo tal como foi
concebido ndo ira convergir em um numero finito de iteracfes e assim as duas Gltimas
iteracOes se referem as duas Ultimas antes que o nimero méaximo de iteracdes (Kgp')
seja excedido. O algoritmo MISQPSOL gera uma mensagem de aviso e retorna com
ST=-10.

» 0 Hessiano possui autovalores negativos e o algoritmo ira ciclar entre uma solugao nao

estaciondria e outra inviavel: problemas deste tipo serdo melhor caracterizados no
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capitulo 4, os quais serdo chamados de problemas criticos. O gue ocorre nestes casos €
que o algoritmo parte de um conjunto ativo ndo 6timo para o qual se algumas restri¢oes
forem eliminadas, teremos, e.g. um decrescimento da fungéo objetivo. O problema é que
este € um caso de programacdo ndo convexa e NP dificil para o qual o conjunto ativo
6timo ndo consegue ser enxergado, pois com a eliminagdo das restricdes a direcdo de
busca gerada é no sentido oposto daquela correspondente a solucdo 6tima. A solucgdo
Otima ¢é finita e até mesmo pode ser Gnica, no entanto ela ndo consegue ser detectada.
Este € um caso critico pois, embora, na maior parte das vezes parece ndo afetar a
propriedade de convergéncia global do algoritmo MISQPSOL para uma solucéo
estacionéria, ele fara com que a taxa de convergéncia seja muito ruim, i.e., 0 algoritmo
torna-se lento. Até o0 momento, ndo vislumbramos formas eficientes do ponto de vista de
tempo computacional requerido para melhorar este problema. Neste problema, também,
como no caso precedente teremos que o algoritmo ndo ira convergir em um ndmero
finito de iteracBes. O que torna esta situacdo diferente da anterior é que A sera de posto
pleno. Para estes casos, 0 algoritmo MISQPSOL gera uma mensagem de aviso e retorna
com ST=-13 ou ST=-14.

Um caso particular que pode ocorrer quando se tem ST=-10 ou ST=-13 ou ST=-14 € se ter

d=0. Neste caso, 0 que se faz € fazer com que x assuma o valor de um de seus limites. Este

procedimento é, no entanto, heuristico e, assim, dependendo do valor imposto para x o

algoritmo pode ter a sua convergéncia afetada.

Ainda, note que dissemos que o algoritmo ira convergir para uma solucédo estacionéria do
problema da PQ. Esta, pode, no entanto, ndo ser 6tima, i.e., pode ser uma solucdo de
méaximo ou de cela. Isto pode ocorrer quando a matriz Hessiana tiver autovalores negativos
e ndo for possivel assegurar que se tenha a matriz Hessiana PD ou pelo menos PSD no
plano tangente as restri¢fes ativas. Dificuldades surgem neste caso para o caso da matriz
Hessiana ser indefinida. Isto porque quando a matriz Hessiana € ND ou NSD, condi¢es de
otimalidade podem ser facilmente estabelecidas. O problema é que do ponto de vista de
tempo computacional requerido, verificar a cada iteracdo a condicdo da matriz Hessiana
pode ndo ser factivel, razdo pela qual preferimos adotar a estratégia da tabela 3.2, i.e., ndo

se checar a condicdo de 2% ordem a cada iteragéo.
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CAPITULO 4: ANALISE DO ALGORITMO MISQPSOL

I Prologo

Dizer que um algoritmo converge, significa dizer que o algoritmo € capaz de prever a
solucdo 6tima do problema da PNL que se quer resolver. Assim, um algoritmo deixara de
convergir quando problemas existirem. Nada mais l6gico, entdo, que analisar quais sdo
estes problemas e mostrar como o algoritmo MISQPSOL os defronta. Esta é a linha de

raciocinio que sera seguida neste capitulo.

O algoritmo SQP é dependente de uma direcdo de busca a qual deseja-se que exista e que
seja finita e descendente. Como a direcdo de busca é obtida durante a resolugdo de um
problema da PQ, no caso geral, ela pode ndo ser unica. Para problemas da PQ nao
convexos, a obtencdo desta direcdo € agravada pelo fato de que pode ser mais fécil a
obtencdo de uma ou mais solugdes estacionarias ndo minimas. O éxito do algoritmo esta,

desta forma, fortemente relacionado com a geragéo desta direcédo de busca.

Quando obtém-se uma direcdo de busca finita e descendente, resultados da literatura
podem ser aplicados os quais mostram que qualquer algoritmo SQP ira convergir para uma
solucdo estacionaria do problema (P2) da PNL, desde que a aproximacdo do Hessiano seja

adequada (Palomares & Mangasarian, 1976).

Assim, percebemos que, primeiramente, devemos saber classificar as solucbes
estacionérias dos problemas da PQ ndo convexos para que se possa asseverar que a dire¢do
de busca obtida € adequada. Para que a classificacdo da direcdo de busca estabelecida possa
ser usada como ferramenta de andlise do algoritmo MISQPSOL é necessario relacionar o
procedimento de célculo do algoritmo com os resultados estabelecidos. Para tanto, faz-se
necessario estabelecer e apresentar alguns resultados genéricos da teoria de sistemas
lineares. O item Il trata destes assuntos. No item Ill, efetuamos breves comentarios sobre a

obtencdo da direcdo de busca no método SQP e no item IV mostramos algumas
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dificuldades que surgem durante a resolucdo de problemas da PQ ndo convexos. Em

seguida, nos itens V a VII, analisamos o algoritmo elaborado.

Os resultados estabelecidos sdo mostrados na forma de diversos lemas, proposigdes,
teoremas e corolarios, 0s quais sdo comentados quando oportuno. Para facilitar a leitura
deste capitulo, as provas dos lemas ndo € apresentada no presente capitulo e encontram-se
no apéndice 1. A prova dos teoremas extraidos da literatura, podem ser encontradas nas

referéncias citadas.

Finalmente, j& que muitas das analises serdo feitas em funcdo do problema da PQ que se
quer resolver em uma iteracdo qualquer do algoritmo, cabe relembrar a sua forma padrao, a

saber:

f(d)=minf;f =1d"Hd +c'd;
9 ) (4.1.1)
={d DIR"| Acd= b.; Ad< b AD IR™: A1 IR By(d")

sendo, HOIR™ é o Hessiano da funcdo Lagrangeana do problema da PNL, ¢ é o
gradiente da funcdo objetivo, Ag e A,, sdo o0s gradientes das restricbes na iteracdo

considerada, d” é a solugéo procurada e By(d") é uma bola aberta de raio & em torno de d.

No caso do algoritmo MISQPSOL, resolve-se o problema da PQ reduzido, i.e., Ag ndo
existe e H e Aj,eq correspondem ao Hessiano e gradiente das restricdes de desigualdade

reduzidos.

Ainda, as restri¢cfes que estardo ativas na solucdo 6tima serdo representadas simplesmente

por A, ou seja:

Ad =b; A= E ADIR™ b= SJ =il oft...d0 N;A @ b} @12
DA\Jk % " "

sendo, a 0 nimero de restrigdes ativas e J, contém o indice das restri¢des ativas..

Desta forma, a condicdo de KKT para o problema da PQ (4.1.1) é dada em (4.1.3).
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c
b

AT

EEHD— 4.1.3
o i “3

P =
mmlw
mmlw

Em (4.1.3), u compreende tanto os multiplicadores de Lagrange das restricdes de igualdade

como as de desigualdade.

Na discussdo que segue nos itens vindouros, iremos caracterizar, também, as solucdes de

um problema associado a (4.1.1), a saber o problema (4.1.4).

f(d") =min- f (4.1.4)

dox,

sendo, d”, f, d e X, definidos como em (4.1.1)

Note que o problema (4.1.1) consiste em se obter os componentes de d para os quais f é
minimo em torno de uma vizinhanga contida em X;, enquanto que (4.1.4) consiste em se

obter d para o qual o mapeamento f assume um valor maximo em torno de uma certa

vizinhancga contida em X;.
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Il.  Elaboracgao de resultados bésicos

Neste item, iremos obter alguns resultados basicos que serdo empregados nos itens
subseqUientes para a analise do algoritmo MISQPSOL. A exposicdo se faz necessaria, uma
vez que, apesar de inumeros livros concernentes a teoria de programacdo ndo linear
existirem, poucos tratam da caracterizagcdo de problemas da PQ né&o convexos, embora
algumas contribuicdes significativas possam ser encontradas em Cao (1995), Giannessi &
Tomasin (1974), Panik (1976) e Avriel et ali (1988). Ainda, para que o procedimento de
solucédo do algoritmo MISQPSOL possa ser caracterizado, alguns resultados da teoria de

sistemas lineares devem ser estabelecidos e algumas definicdes devem ser formuladas.

1.1 Formalizacfes matematicas

Neste item, iremos rever alguns resultados conhecidos da literatura e formalizar outros, 0s
quais serdo necessarios, juntamente com aqueles do sub-item seguinte para a analise do
algoritmo MISQPSOL. Ainda, algumas definicGes serdo feitas para simplificar a notacéo

dos itens vindouros.

definicdo D1: da solugdo de KKT - denominaremos uma solu¢do de KKT como sendo

qualquer uma que satisfaga (4.1.3) com u=0 para as restricbes de

desigualdade e p = A irrestrito no sinal para as restri¢ces de igualdade.

definicdo D2: do problema da PQ indefinido (Lucia et ali, 1996) - denominaremos um
problema da PQ como sendo indefinido quando o Hessiano for indefinido

sobre o plano tangente as restrigcdes ativas.

definicdo D3: do problema da PQ critico - denominaremos um problema da PQ como
sendo critico quando a regido viavel dele for ndo vazia e quando o algoritmo de
conjuntos ativos ndo convergir para uma solucdo estacionaria do problema da

PQ em um numero finito de iteragdes.

definicdo D4: do problema da PQ ardiloso - denominaremos um problema da PQ como

sendo ardiloso quando pelo menos uma restricdo de desigualdade ativa for
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linearmente dependente das primeiras n linhas do sistema (4.1.3), sendo n a

dimensédo de H em (4.1.3).

Note que como conseqliéncia da definicdo D4, temos que a existéncia de problemas da PQ
criticos € dependente do método de conjuntos ativos empregado. Em verdade, como
veremos mais adiante, problemas da PQ criticos correspondem a problemas da PQ bastante

ndo convexos e que podem ser NP dificeis.

definicdo D5: do sistema de KKT estendido - chamaremos de sistema de KKT estendido
ao conjunto de equacdes dado em (i) obtido das condigdes de (KKT), dadas em
(if) com My e M, definidos em (iii).

Od

(i)EHATMlo
# 0 0 MAm

noopoo
-
=
MmO

N

(i) (H A"0W0 GcO

i) O =

- odid Be f

(ili) M; e M, sdo constituidos de vetores unitarios para 0s quais 0 Unico

componente nao nulo ocupa a posi¢do de uma linha LD em [H AT] eA,

respectivamente, em relacdo a matriz definida a esquerda em (ii).

definicdo D6: do residuo do sistema de KKT estendido ou do residuo do problema de
minimos quadrados associado ao sistema de KKT- o residuo do sistema de
KKT estendido ou alternativamente o residuo do problema de minimos

quadrados associado ao sistema de KKT €é o valor da norma H, do vetor

(o, O . o
Eﬂ B em que T, e W, Sao 0s mesmos da definigdo D5.
2

teorema TL1 (teorema de Penrose, Stewart & Sun, 1990):  Qualquer solucéo do

problema de minimos quadrados |Ax —b,, AOIR™" pode ser escrita como:

x=A"b+(1 -P,.)z, onde z € qualquer vetor de dimensdo n, A" é a inversa de
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7 - ~ H
Penrose de A e P, € a projecdo ortogonal sobre o espago das colunas de A",

sendo que o indice H se refere & matriz transposta conjugada. De todas as solugdes

possiveis A'b ¢ a solucdo de minima norma.

lemall:  Sejam AIR" -~ IR™E ker(A);& {H:IR- IR:H{D) }, sendo
que O tem dimensdo nxn—k;k <m e seja, ainda, a base Z de IR" formada como

z :{Z1 Zz} sendo Z; uma base para O e Z, uma base para 0. Entdo H possui

. ... 00  H,O ]
em relacdo a base Z a seguinte representacdo matricial H" o 1 Se Zéuma
21 2]

base ortogonal e se H é simétrica entdo Hip=H,;.

lemal2:  Sejam  AIR" - IR";E ker(A);= {H:IR"> IR“H{D] =;H H}
sendo que O tem dimensdo nxn—k;k <m e seja, ainda, uma base Z de IR"
formada como Z :{Z1 Zz} sendo Z; uma base ortogonal para [ e Z, uma base

ortogonal para O". Entdo existe P:IR™ — IR" tal que H = PA.

lema L3: Seja amatriz AOIR™", = m de posto k <m. Seja, ainda, a matriz A, de

posto m, dada por A, = [A E] OIR™™™* sendo que E é composto de vetores

unitarios contendo um dnico elemento ndo nulo ocupando a ™ linha

correspondente & j*™ linha LD da matriz A. Entdo a matriz G dada por

G=EE"(AAT +EE")™ tem a seguinte estrutura geral:

G:[O g’ 0 giT]T;i 0{1,---,K , onde os vetores néo nulos g; ocupam linhas

correspondentes as linhas LD da matriz A e cada vetor g; contém os coeficientes
que determinam a relagdo linear entre as linhas da matriz A, sendo que 0s

elementos ndo nulos da diagonal de G séo iguais a 1.

lema L4: Seja a matriz AOIR™", 2 m de posto k<m e seja o0 sistema de
equacOes lineares a ser resolvido dado por Ax=b. Seja, ainda, a matriz A, de posto
m, dada por A, :[A E] OIR™™™* sendo que E é composto de vetores

unitarios contendo um Unico elemento n3o nulo ocupando a j*™ linha
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-ésima

correspondente  a j linha LD da matriz A. Seja, ainda,
x O ek : . R .
Ax, =b, ondex, = B‘ e X, OIR™ . As seguintes afirmacGes sdo verdadeiras:
b L]

1. Se Ax=b ¢ indeterminado ent&o a solucdo do problema de minimos quadrados
associadaa A x, =b gera um x que é solugdo de Ax=b. Ainda, x,=0.

2. Se Ax=b é impossivel, entdo formando-se 0 seguinte particionamento:
A O , L :
A= %%D’ onde A; contém todas as primeiras k linhas LI de A temos que x
L

obtido pela solugdo de minimos quadrados de A x, =b tambem sera solugdo

de Ax=h,. Ainda, para este x, o residuo de [Ax~-b|> serd dado por:

m-k
Jaox-bf =3 07
i=

lema L5: Para que um problema da PQ seja critico, a matriz do termo quadréatico da

funcdo objetivo deve ter pelo menos um autovalor negativo.

Neste ponto, um comentario é pertinente com relacao a forma com que o sistema de KKT é
resolvido pelo algoritmo MISQPSOL. Quando o sistema de KKT ndo é de posto pleno,
efetua-se um particionamento de (4.1.3) conforme (4.11.1.1) e resolve-se KKT segundo 0s
passos dados em (4.11.1.2) a (4.11.1.7).

Dq__i_r'_lT___A_lT_milm [-l—clﬂ
%ﬁ*ﬁ AR e (4.11.1.1)
A OFuH Hb H

n:?% (4.11.1.2)
KO

Ht = —c, (4.11.1.3)
H, AQTD D_|1E|——1 T T

M = ~ H] 4.1.1.4
o of b I A @
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p=5 %0 g (4.11.1.5)
db § BA o

M =b (4.11.1.6)

d,=t-H'[H] Az (4.11.1.7)

No algoritmo MISQPSOL, é verificado se (4.11.1.6) é de posto pleno. Quando néo for,

resolve-se (4.11.1.8) ao inveés de (4.11.1.6) por minimos quadrados.

[M Mn]ﬁzﬁzb: (4.11.L.8)

sendo que M, é constituida de vetores unitarios contendo um unico elemento ndo nulo

correspondente & j*™ linha LD de M.

A partir das defini¢cGes apresentadas, percebemos que [M Mn] tem a estrutura dada em

(4.11.1.9).

[H,-HH™H A -HH™A" M 00

o" 7 & 2 TA1 " O (4.11.1.9)

DA -AH H  —AHA 0 M,QO

Como as analises do algoritmo séo feitas em funcéo do sistema de KKT ou do sistema de
KKT estendido, devemos verificar como o sistema (4.11.1.8) relaciona-se com o sistema de
(KKT) estendido, a saber (4.11.1.10).

, 0
H H AT 0 00¥g BcO
H,OH, A M, 0fkO=pgcr (4.11.1.10)
B A 0 0 MEm] BbE

Ho, H

Pré multiplicando (4.11.1.10) pela matriz dada em (4.11.1.11) e efetuando um
particionamento adequado, obtemos a mesma estrutura dada em (4.11.1.8) e assim obtemos

as identificacdes dadas em (4.11.1.12).
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G-HH™" 1 00 (411.111)
E]-Alﬁ‘l 0 |E

O
o

nl

1
[

(4.11.1.12)

I
=<

n2

Ou seja, nenhuma informacao é perdida ao se aplicar o procedimento de resolucdo das
equacdes (4.11.1.2) a (4.11.1.7), resolvendo-se (4.11.1.6) por minimos quadrados quando M
ndo for de posto pleno. Assim, quando M existir € por que no caso do residuo do sistema
de KKT estendido ser ndo nulo, o sistema de KKT é inconsistente e pode ndo existir
solucdo estacionaria para o problema da PQ. Analogamente, quando o problema da PQ é

invidvel ou quando existirem restri¢fes ativas redundantes, M, pode existir.

I1.2  Resultados sobre a existéncia de solu¢éo do problema da PQ - formalizagdo de

condicgdes necessarias ou suficientes

A resolucdo do problema da PQ é feita por um método de conjuntos ativos, o qual, de uma
forma muito simplista corresponde a se identificar as restricbes que estardo ativas na

solucdo 6tima e a se resolver a condicao de (KKT) para o problema da PQ.

Mangasarian (1969) e Nemhauser (1989) apresentam alguns resultados sobre a existéncia e
caracterizacdo das solugdes Otimas de (4.1.1) os quais sdo sumarizados, em seguida, nas

condiges pl a p6.

pl.  sed ésolucdo da PQ com H NSD entdo d pertence a fronteira de X;.

p2.  (4.1.1) ndo tem solucéo se o conjunto Y for vazio, sendo Y, aplicado ao problema da
PQ reduzido e ¢ definido por:
Y={dOIR" 10 IR",Hd Aa- ¢,z 0

p3.  se H for PD no plano tangente as restrigdes ativas, entdo d que satisfaz (KKT) para

estas e que é viavel quanto as outras restrigdes, serd solugdo 6tima de (4.1.1).
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p4.  se H for indefinido no plano tangente as restricGes ativas, entdo se (KKT) tem
solucéo finita d e p=0 e se este d ndo viola nenhuma outra restricdo, d ndo sera
solucdo de minimo de (4.1.1). Ainda, (4.1.1) poderad ndo ter solucdo finita se ndo
existir um conjunto ativo tal que H n&o tenha autovalores negativos no plano
tangente a este conjunto.

p5.  se H for PSD no plano tangente as restricdes ativas, entdo se (KKT) tem alguma
solucdo finita d, ela ndo serd unica e existirdo infinitas tais solucoes

p6.  se H for PSD no plano tangente as restri¢Oes ativas, entdo se (KKT) ndo tem pelo
menos uma solucdo finita, o sistema de (KKT) é dito ndo compativel. Neste caso

(4.1.1) ndo tem solucdo finita e o conjunto definido por (KKT) seré vazio.

Estas condicGes, no entanto, podem n&o ser adequadas para fins de caracterizacdo se um
dado conjunto ativo é 6timo ou ndo. Assim, na discussdo que segue iremos buscar

resultados que tragam informagdes mais pormenorizadas.

Nos enunciados dos lemas L6 a L12, Z é considerada uma base para o espago nulo das

restricdes ativas A e a solucdo de KKT é aquela da definicdo D1, ou seja, =0 para as

restricoes de desigualdade. Isto porque, neste item, ndo estamos preocupados em

estabelecer um algoritmo de obtencdo de um dado A que gere uma solucdo de KKT, mas

uma vez identificado um tal AOIR*™", saber se a solucdo de KKT é solucéo de (4.1.1).

lema L6: O sistema KKT tem solucdo Unica finita se e somente se k1 e k2 se

verificam.

k1. A éde posto de linha pleno.

k2.  Apenas uma das seguintes afirmacdes ocorre. Temos a=n. Se a<n
entdo Z"HZ n&o possui autovalores nulos, sendo Z uma base para
nul(A).

Vimos que se H é ND, entdo a solucdo 6tima de (4.1.1) se encontra na fronteira. Contudo,
ainda que um dado A seja tal que a solucdo de KKT esteja na fronteira da regido viavel da
PQ, esta solucdo pode nédo ser de fato solugédo de (4.1.1). Para tanto, considere o exemplo
dado em (E1).
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min—-d?2 —d?
dy,dy 1 2

sa.0<d, <3 (E1)
0<d, <3

A solucdo 6tima de (E1) é d;=d,=3. Contudo, para este problema, d;=d,=001 =p,=0 é
solucdo de KKT e esta é solucdo do problema (4.1.4) associado a (E1). Dai, faz-se

necessario estabelecer os seguintes resultados.

lema L7: Se Hé ND e m+p<n, entdo (4.1.1) ndo tem solucdo finita e para

qualquer A, a solucdo de KKT ndo sera solucéo de (4.1.1).

lema L8: SeHéNDe m+ p=n, entdo a solucdo de KKT é solucdo de (4.1.1) se em
(4.1.3), A contiver n restricOes ativas, sendo A de posto de linha pleno e se
p>0 para todos os componentes de p associados as restricdes de

desigualdade.

Note que como decorréncia do lema L8 para os casos em que H é ND, temos que se para
um dado A ativo com a=n, existir pelo menos um componente nulo em L, entéo (4.1.1) sé
terd solucdo finita se existir algum outro A para o qual ndo existam componentes nulos em
L associados a restricGes de desigualdade. Os lemas L7 e L8 sdo extensdes dos teoremas

TL2, TL3 e TL4 extraidos de Giannessi & Tomasin (1974) e Bazaraa et ali (1993).

teorema TL2: (da localizacdo de solucdes em problemas com f convexas - Bazaraa et
ali, 1993, p. 107) Seja f:E, — E;, uma funcéo convexa e seja S um
poliedro ndo vazio e compacto em E,. Considere o problema de
maximizacdo de f(x) sujeito & restricdo x 0S. Uma solucéo 6tima x~

existe e € um ponto extremo de S.

teorema TL3: (da localizacdo de solucdes 6timas da PQ néo estritamente convexas -
Giannessi & Tomasin, 1974, p. 181) Se a fungéo objetivo de (4.1.1) ndo

for estritamente convexa (i.e. ndo for PD) sobre a regido viavel de (4.1.1),
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teorema TLA4:

lema L9:

entdo a solucdo de minimo global se encontra sobre a fronteira relativa da

regido viavel.

(da fronteira relativa - Giannessi & Tomasin, 1974, p. 181) A fronteira

relativa de um poliedro de dimenséo n € a unido de suas faces fechadas de

dimenséo (n-1).

Suponha que a solucdo de KKT seja Unica e que H seja ndo nula. Entéo

apenas uma das afirmac6es k3, k4 ou k5 € verdadeira.

k3.

k4.

k5.

A solucdo de (KKT) é solucéo de (4.1.1). Neste caso, apenas uma das
seguintes condicBes ocorrem. Se a<n, entdo Z'HZ é PD. Se a=n,
entdo ou >0 para todas as restricbes de desigualdade se H ndo tem
autovalores positivos ou =0 para os demais casos de H.

A solucdo de (KKT) nédo € solucdo de (4.1.1), mas é solucdo do
problema (4.1.4). Neste caso, se a<n, entdo Z'HZ é ND. Se a=n,
existem componentes nulos em p associados as restricbes de
desigualdade.

A solucdo de (KKT) nédo é solucdo nem de (4.1.1) nem de (4.1.4).
Neste caso, se a<n, entdo Z'HZ possui autovalores negativos. Se
a=n, existem autovalores positivos e negativos em H e existe pelo
menos um componente nulo em p associado a uma restricdo de

desigualdade ativa.

Cabe salientar que a situacdo em que se tem H indefinido € a mais critica, pois neste caso

quando temos n restri¢fes ativas e alguns componentes nulos em [, mesmo assim esta

solucdo pode ser solucdo do problema (4.1.1). Para estes casos, se retirarmos pelo menos

uma restricdo correspondente a p=0 de A, teremos que para 0 novo A, Z'HZ sera PD.

proposicéo P1:

prova:

Os lemas L2, L3 e L4 implicam as condigOes pl a p4.

trivial.
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lema L10:

Suponha que exista mais de uma solucdo para o sistema de KKT e que H

seja ndo nula. Se A é de posto de linha pleno entdo Z'HZ possui

autovalores nulos e a<n. Se A é de posto de linha n&o pleno, Z'HZ pode ter

autovalores nulos. Ainda, apenas uma das afirmacGes k6 ou k7 é

verdadeira.

k6. Se existirem autovalores ndo nulos negativos em Z'HZ, entdo as
solucgdes de (4.1.3) ndo sdo solucdes de (4.1.1).

k7. Se ndo existirem autovalores negativos em Z'HZ, entdo ou Z'HZ é
nula ou todos os autovalores nao nulos séo positivos. Em ambos o0s

casos a solucdo de (4.1.3) pode ser solucdo de (4.1.1).

O lema L10 na verdade é um resultado bem conhecido da literatura. O agravante que surge

é saber identificar os casos em que (4.1.3) ndo é solucdo de (4.1.1). Particularmente, uma

situacdo complicada é quando Z'HZ é nula. Os lemas L1 e L2 mostram estruturas

particulares de H e A que fazem com que Z'HZ seja nula. Até o momento, nio

conseguimos obter resultados que partindo-se das estruturas de H e A pudessem identificar

de uma forma simples quando (4.1.3) ndo é solucdo de (4.1.1). Cremos, no entanto, que

esforgos devem ser feitos para apresentar novas contribuicGes e esta é uma das linhas de

continuidade de pesquisa sugerira por nos para o presente trabalho.

teorema TL5: (do critério de otimalidade da PL, Papadimetriou & Steiglitz, 1982, p.

47/48) Seja o problema da programacéo linear (PL) dado como em (i). Seja
B uma base, dada conforme o particionamento (ii) de forma que (i) se
transforme em (iii), aplicando-se B. Se (iv) se verifica, entdo x dado por (v)
é solucdo de (i).

Cinin ¢’ x

cOIR™; A IR™™@ IR™:;rank(A) m
E;s.a. Ax =D @)

(i)
(ii) A:[B AN];cT =[cg CL]

gnin Cgb +Cy Xy
[s.a. Xg + Ayx, =b

(iii) %KN =BA,
% =B7b
ESN =Cy _KIII—CB
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(iv) ¢, =20

oo O

1)
(V) x:%)

corolario C1: (do critério de otimalidade da PL) Seja a PL da forma (i) dada no teorema
TL5. Seja o sistema de equacg0es lineares dado por (ii), sendo que A, ce b
sdo como na PL. Se o sistema (ii) admite uma ou mais solu¢des com =0,

entdo x é da forma de (iii) e p é da forma de (iv) e x é solugdo da PL.

i D ATOX0O G-cO
Ao gk b

B 'hO
(iii) x=Qg . [3Bcomonoteorema TL5
00 o

(iv) u= —(BT)_ch ; Cg COMO no teorema TL5

prova: Vemos que (iii) e (iv) satisfazem (ii). Ainda, como p satisfaz as n
primeiras equagoes de (ii) temos que:
ALH=Cy (%)
Do teorema TL5 temos que:
—-cy, =, —CA, (**)
Logo, substituindo (*) em (**) temos que:
c, = —Au-Ajc, =A (B") "¢, —Ajc, =0
Logo, a condi¢do de otimalidade esta satisfeita e assim x é solucéo da PL.
lema L11: Suponha que a solucdo de KKT seja Unica e que H seja nula. Entdo, a=n e
A ¢ de posto pleno. Ainda, (4.1.3) é solucéo de (4.1.1).
lema L12: Suponha que exista mais de uma solucdo para o sistema de KKT e que H
seja nula. Entdo: (i) se a=n, A é de posto ndo pleno (ii) (4.1.3) é solucéo de
(4.1.1).

I1l.  Obtencéo da direcao de busca nos métodos SQP

Neste item, iremos efetuar breves comentérios sobre a forma com que a direcéo de busca é

obtida nos métodos SQP. O algoritmo SQP podera ndo convergir se a direcao de busca ndo
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for calculada adequadamente. Assim, neste item, apontamos algumas dificuldades que

podem surgir durante a resolucdo dos problemas da PQ para a obtencdo desta direcao.

A obtencdo da soluco, x*, do problema da PNL em sua forma mais geral requer que se

encontre um X que satisfaca as restricdes de igualdade, i.e., as equacdes dadas em (4.111.1).

h(x) =0 (4.111.1)
sendo, x JIR"; h:IR"- IR™.

No método SQP, X" é obtido a partir de uma seqiiéncia de valores {xk} , construida a partir

de (4.111.2) e satisfazendo (4.111.3), ou seja, a resolucdo de (4.111.1) ¢ feita, em verdade, por

um método de Newton.

Xeor = X tO,d, (4.111.2)
Oh" (x.)d=— h(x,) (4.111.3)

Ainda, como (4.111.1), em geral, ndo € um sistema quadrado, i.e., n>m, entdo pode existir
mais de uma solucdo para (4.111.1). Assim, alternativamente, dyx pode ser obtido de (4.111.4).

Ou seja, para qualquer valor de yj, di sera uma direcéo adequada.

d, =2y, +d, (4.111.4)

sendo, Z uma base para nuI(DhT (xk)) e d, uma solucdo particular qualquer de (4.111.3).

Se Oh(x, JJ IR™™ é de posto de coluna pleno, a convergéncia da seqtiéncia (4.111.2) para

uma solucdo de (4.111.1) é garantida mediante uma escolha adequada de oy. Assim, o

método SQP podera falhar na obtencdo de uma solucdo vidvel quanto a (4.111.1), i.e., as
restricdes de igualdade ndo serdo satisfeitas se Oh' (x,) ndo for de posto de linha pleno ou

se o ndo for calculado adequadamente.

Adicionalmente as restricdes de igualdade, o problema da PNL pode apresentar restricbes

de desigualdade, a saber as equaces presentes em (4.111.5).
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g(x)<0 (4.111.5)

sendo, g:IR" - IR".

A resolucéo do sistema de restricdes (4.111.5) é feito a partir de sua lineariza¢do dada em
(4.111.6).

Og" (x)ds - g(x,) (4.111.6)

Aplicando a direcdo de busca (4.111.4) em (4.111.6), temos o conjunto de restri¢cdes reduzidas
dado em (4.111.7).

DgT(Xk)ZykS_ g(xk)_D gT(Xk)d_k (4.111.7)

Se Oh'(x,) for de posto de linha pleno em todas as iteragdes do algoritmo SQP, entdo a

andlise da convergéncia deste pode ser feita em funcdo da solucéo y, obtida na resolucéo do
problema da PQ reduzido, i.e., o problema da PQ contera apenas restricdes de desigualdade
e os resultados do item Il podem ser facilmente aplicados para a andlise da direcdo de

busca obtida pelo algoritmo SQP. Um agravante que pode surgir é quando Z é também
base para nuI(DgLT(xk)), sendo que L indica algumas restricdes de desigualdade. Neste

caso, 0 que temos é que as restricdes de desigualdade podem néo ser satisfeitas se cuidados

adicionais ndo forem tomados.

Um aspecto do algoritmo MISQPSOL que deve ser inicialmente analisado corresponde aos
problemas que apresentam apenas restri¢coes de desigualdade. Isto porque os problemas da
PQ reduzidos recaem neste tipo de problema. Se uma direcdo de busca adequada nao
consegue ser obtida para os problemas que apresentem apenas restricdes de desigualdade,
entdo nem o problema da PQ reduzido e conseqlientemente nem o problema da PQ
conseguem ser resolvidos de forma apropriada. No item 1V, discutimos alguns problemas
que podem surgir durante a resolucdo dos problemas da PQ com restricbes de
desigualdade. Os problemas podem ser entendidos como dificuldades na obtencdo de uma

solucdo estacionaria para os problemas da PQ ndo convexos. No item V, efetuamos uma
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generalizacdo dos aspectos discutidos no item IV e mostraremos quando o algoritmo
MISQPSOL obtém uma solucéo estacionaria do problema da PQ. Quando a solucdo obtida
¢ estacionaria, podemos aplicar os resultados do item Il para saber se a solucdo é uma

direcdo de busca descendente ou ndo.

Uma vez analisado o problema com restricdes de desigualdade, a analise do algoritmo
proposto pode ser estendida para os demais casos. Inicialmente, é de interesse analisar o
que ocorre quando se tem restricdes linearizadas nulas ou restri¢des reduzidas nulas. Com
relacdo as restricbes ndo lineares que se tornam nulas no problema da PQ reduzido, ndo
efetuamos nenhum tratamento, pois para todos os problemas testados até o momento isto
ndo se mostrou necessario. Assim, o algoritmo podera ndo convergir no caso geral, embora
uma mensagem de aviso seja gerada ao final do programa. No entanto, tratamentos sao
feitos com relacéo as restricdes de limites reduzidas nulas. Uma discussdo do procedimento

adotado ¢ feita no item VI. Quando da existéncia de restri¢des de igualdade, dificuldades

surgem quando [Jh' (x,) néo é de posto de linha pleno. Um caso particular corresponde a
se ter Oh'(x )= 0. Nesta situacdo, o algoritmo MSIQPSOL introduz uma peguena

perturbacdo em uma direcdo adequada. Uma breve discussdo do procedimento adotado

também ¢é apresentada no item VI.

Neste trabalho, preocupamo-nos mais com 0s aspectos relacionados com a convergéncia
local do algoritmo, i.e., apresentar um procedimento alternativo aos existentes para a
geracdo da direcdo de busca. Particularmente, preocupamo-nos com os problemas da PQ
ndo convexos. Como a direcdo de busca gerada pelo algoritmo pode ser ndo descendente, a
andlise da convergéncia global ndo é trivial e ndo é alvo de estudo da presente tese. Assim,
no item VII, efetuamos uma discussdo sobre as limitacBes do algoritmo na atual vers&o,

indicando linhas de pesquisa que poderiam suprimi-las ou reduzi-las.
Na discussdo que segue nos itens vindouros, fazemos uso da seguinte notacao:
H, ... matriz Hessiana reduzida na iteragdo considerada do algoritmo de solucéo do

problema da PQ do algoritmo MISQPSOL. Aplica-se uma decomposicao

sobre restricbes convenientes que sdo definidas localmente no texto. Por
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exemplo, a reducdo pode ser feita sobre as restricbes que se encontram ativas
na iteragdo considerada.
Zy ... base para o espaco nulo das restricdes consideradas para a reducédo de Hy a H,.

n ... numero de variaveis do problema da PNL, n inclui a varidvel artificial.

As demais variaveis seguem a nomenclatura dos capitulos 2 e 3 e do item Il deste capitulo.
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IV. Os problemas com restri¢coes de desigualdade da PQ n&o convexos oriundos da
PNL

Neste item, iremos tratar apenas dos problemas da PNL que apresentem restricdes de

desigualdade, ou seja, o problema que iremos resolver é dado em (4.1V.1).

£0X%x0 IRig(® g 4.IV.1)

min R+ ={Rx,
ox g *
X=H< %ﬂB5(X n X

sendo, 3>0, Bs(x') é uma bola aberta em torno de x’, f:IR"™ = IR;g:IR"™ — IRP e X° é

um espaco aberto contido em IR™™.

Em cada iteracdo do algoritmo MISQPSOL, resolve-se uma aproximacdo quadratica do
Lagrangeano associado ao problema (4.1V.1), o que resulta no problema da programacao

quadrética dado em (4.1V.2).

minzd"H,d +c'd e
s.a. A d<b (41v.2)
As solucbes estacionarias de (4.1V.2) sdo caracterizadas pela condicdo de KKT dada em
(4.1V.3), onde apenas algumas restricdes (A) do conjunto de restriges original (Aineq) estéo

ativas.

H, AT0WO0 G-cO

Ha o dHH Ho H (4.1V.3)

Iniciaremos a exposicdo com um exemplo para ilustrar algumas das dificuldades que
podem ser encontradas durante a resolucdo de (4.1V.1). Consideremos o problema da PQ

dado por (E2).

min x> - x2 +x, +3 x’
sa.x +X,<a

(E2)
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sendo, que a € uma constante real finita.

A condicdo de (KKT) para (E2) é dada em (4.1V.4). Pode-se verificar que o sistema é de
posto deficiente e se a#-% o sistema (4.1V.4) ndo é consistente. Uma representacdo de
(E2) é dada na figura 4.1V.1 para a=1. Percebemos que x, = —05, x, = —co € solugéo global

de (E2) a qual néo & finita.

o

(4.1V.4)

HOECEIR

) ,L

o~ o o
=[=
||:||:|
[
o
(IR

O problema irrestrito (minx> —xZ +x, +3x2) apresenta uma solugdo estacionaria de cela
em x, =-05,x, =0. Esta sera uma solugdo estacionaria de (E2) se a=-%.Se a>-%
temos que se x; for limitado inferiormente, o problema (E2) apresentara uma solucéo 6tima
local finita. A limitacdo deve ser feita sobre x; uma vez que para x; negativo, a fungao
x? +X apresenta um crescimento menos acentuado que x* como pode ser depreendido da
figura 4.1V.2. Para o caso em que a < -2, isto ja ndo ocorre, pois estaremos caminhando
na regido de x; positivo e assim para que exista solugéo finita em (E2) devemos limitar x,
inferiormente. Nesta situacdo, podemos ter uma solucdo 6tima global finita. Na discussao
que segue, iremos considerar 0 caso em que a=1 e a=-1 e mostraremos 0s problemas que
podem surgir dependendo das restricbes que serdo ativadas pelo método de conjuntos

ativos.
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figura 4.1V.1: representacéo do problema da PQ dado em (E2) coma =1

fix)
1
05 fg=x+ %
fiz)= %2
0.6

.4

.2

0.2

figura 4.1V.2: representacédo do crescimento comparativo de termos da fungéo objetivo de
(E2)

Primeiramente, cabe relembrar como o método de conjuntos ativos do algoritmo
MISQPSOL funciona. Na primeira iteracdo do algoritmo SQP, serdo ativadas ho maximo
as n primeiras restricdes, enquanto que para as demais, serdo ativadas ao inicio da PQ todas
as restricoes da iteracdo anterior do método SQP. Ainda, a primeira restricdo que
apresentar um valor negativo do multiplicador de Lagrange sera retirada do conjunto ativo
e todas as que forem violadas serdo ativadas, obedecendo a restricdo de que apenas n
poderdo estar ativas. Se existirem restricdes linearmente dependentes das anteriores ou das
primeiras n linhas do sistema (KKT), entdo atribuir-se-a um valor negativo ao

multiplicador de Lagrange e elas poderéo ser retiradas.

Para o exemplo considerado, se a=1, teremos que se a restricdo em (E2) for ativada ela é
LD em relacdo as primeiras trés linhas de (4.1V.4) e logo ela sera retirada. O problema
irrestrito € solucdo estacionaria vidvel de (E2) e assim o algoritmo da PQ terminarg,
obtendo a solugdo correspondente ao ponto de cela. J& para o caso em que a=-1, a solugéo
estacionaria de cela, x, =-05,x, =0, ndo é viavel e consequentemente o algoritmo ira
ativa-la novamente e ndo ird convergir em um ndmero finito de iteracGes. Neste Gltimo
caso, temos um problema da PQ ardiloso e critico e no primeiro um problema da PQ

ardiloso.

Se a=1 e incorporando-se a (E2) a seguinte restricdo: x, = -0.7, temos que (E2) apresentara

as seguintes solucdes:
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solucdo de minimo global: x, = -05, x, = —c
solugdo de minimo local: x, = -0.7,x, =17

solucéo de cela: x, = -05,x, =0

Se 0 método de conjuntos ativos inicia com a primeira restricdo ativa, i.e., X, +x, =1,

teremos um problema da PQ ardiloso que ira convergir para 0 ponto de cela. Se apenas a

segunda restricdo estiver ativa, i.e., x, =-0.7 i.e., o valor do multiplicador de Lagrange

desta restricdo resulta em um nudmero negativo e a restricdo é eliminada, obtendo-se a
convergéncia do algoritmo para o ponto de cela. Se ambas as restricdes estiverem ativas o
algoritmo ird convergir para a solugdo de minimo local. Neste ponto, uma observacédo é
pertinente. Verifica-se que a dire¢do definida pela solucdo local € muito diversa daquela
definida pela solucdo global. Ou seja, se este problema for uma aproximacdo de um
problema da PNL, a obtencdo da solugdo local resultara em um caminho bem distinto
daquela correspondente a solucdo global. Observe também que a solugdo de cela € uma

solugdo intermedidria a estas duas.

Para o caso de termos a=-1 e x, =—0.7, uma situagdo bem distinta da anterior surge. Neste
caso, X, =—-05,x, =-0.7 e solucdo de minimo global para o problema. Se a primeira

restricdo estiver ativa isoladamente, ela seré eliminada uma vez que ela é L.D. em relagdo
as primeiras trés linhas do sistema de KKT. Neste caso, o algoritmo ird gerar a solucéo
estaciondria irrestrita que é inviavel quanto a esta restricdo e teremos um problema da PQ
critico e ardiloso. Se a segunda restricdo ou ambas estiverem ativas, o algoritmo ira
convergir para a solugdo de minimo. Ou seja, a presenca da primeira restricdo pode
prejudicar a solucdo do problema da PQ de forma que uma direcédo de busca ndo adequada

¢ obtida.

Analisemos, em seguida, o problema da PQ dado por (E3).

min x2 —x2 +7x, + %X
s.a.—3<x, <3 (E3)
-3<x,<3
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Para este problema a solugdo 6tima corresponde a x, =0, x, =—=3. Ainda, o problema
irrestrito apresenta uma solucéo estacionaria em x, =0, X, =35 que ndo é viavel em
relacdo a (E3). Se o algoritmo iniciar com ambas as restri¢cdes de limite superior ativadas, o
que teremos € que ambas serdo eliminadas e ai como a solucéo irrestrita é estacionaria, mas
ndo viavel com relagdo a (E3), o algoritmo ird ciclar entre a solucdo estacionéria do
problema irrestrito (x,=0,x, =35) e x, =0,x, =3, para a qual seu multiplicador de
Lagrange sera um numero negativo. O mesmo se sucede se nenhuma restri¢do estiver ativa,
ou se a primeira restricdo de limite inferior estiver ativa isoladamente ou com x,=3.
Percebemos que se trata de um problema da PQ critico. Se, por outro lado, ambas as
restricbes de limite inferior ou apenas a segunda de limite inferior estiverem ativas no
inicio do algoritmo, a solugdo 6tima do problema é identificada. Neste exemplo, o que
temos é que todos os sistemas de (KKT) sdo de posto pleno. Ainda, consideremos que (E3)

tenha sido obtida como uma linearizagdo de um problema da PNL no ponto x, =0;x, =0 e

que a direcdo 6tima dada por d = [0 - 3]T tenha sido obtida. Aplicando esta dire¢do sobre

a matriz Hessiana, obtemos d"H,d = —18 e sobre a matriz Hessiana reduzida em relagéo a
- ~ - T T D-D Ve -
restricéo ativa temos que d, Z, H,Z,d, =18;Z, = %)D Z, € base para nuI([O —1]) Assim,
O

aplicar a direcdo obtida sobre a matriz Hessiana plena pode ndo ser um indicativo eficaz da
ocorréncia de problemas na solugdo da PQ, mas pode servir como uma situacdo de aviso
em que se deve verificar se existem n-1 restricdes ativas ou se a direcdo de busca é
descendente. No nosso programa, ao término da resolucdo do problema da PQ, calcula-se o
produto d"H,d e com isto pode-se ter uma idéia da ocorréncia de problemas (i.e., se 0
referido produto der negativo, sabemos que a matriz Hessiana possui pelo menos um

autovalor negativo).

Considere agora o seguinte problema de PNL dado em (E4).
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min—x, =X, +%x?
s.a.xX, <4

X, <6

X, <4

X, 20

X, 20

(E4)

A solugdo 6tima deste problema é x, =6,x, =%. Considere que numa dada iteracdo do
algoritmo SQP tenhamos x, ='%,x, =%, ou seja, nenhuma das restricdes esta ativa e

conseqlientemente a matriz Hessiana serd nula. O problema da PQ é na verdade um
problema da PL e o sistema (KKT) para o caso em que as duas primeiras restricbes

estiverem ativas sera representado por (4.1V.5).

M 0 0 % 19,0 Mo
17 O O
53 0 0 7 %‘D EILD
M 0 1 0 o%jg EDB (4.1V.5)
% % 0 0 Oghp g
H 0 0 0 OH,E HH

A solugdo de (4.IV.5) ¢ d,=1/3,d, =0,u, =01765,4, =0.8825. Ou seja, para este

conjunto ativo a solugédo 6tima da PNL sera obtida. Mas, se nenhuma restricédo for ativada,
0 sistema correspondente € dado em (4.1V.6) que € de posto deficiente. O algoritmo
MISQPSOL resolve (4.1V.6) pelo sistema de KKT estendido que tem como solugdo uma

direcdo nula e residuo néo nulo.

1 0o B

%’ 0 Od, = %D (4.1V.6)
0 0 1Hd.H HH

Ou seja, do exemplo considerado percebemos que é de vital importancia que se analisem

inconsisténcias no sistema (4.1V.7).

H(x,,u, )d ==0f (x,) (4.1V.7)

Uso de um algoritmo SQP na otimizacdo de processos quimicos continuos em tempo real 106



Miriam Tvrzska de Gouvéa

Se H(x,,,) em (4.1V.7) é de posto deficiente, (KKT) s6 sera consistente se um nimero

suficientemente elevado de restricbes for ativado. No caso do problema da PL, e.g.,
devemos ter sempre n-1 restricGes ativas. Se este cuidado ndo é tomado e se d=0 for
solucdo de um dado sistema de (KKT) estendido, entdo o algoritmo ira convergir para uma
solucdo ndo estacionéria da PNL. Note que esta solucdo sera possivelmente vidvel quanto
ao problema da PNL, pois se nao for, possivelmente o problema da PQ ira ativar alguma

restricdo violada desde que a aproximagcéo linear das restrigdes ndo lineares seja adequada.

Pelos problemas apresentados nos paragrafos precedentes vemos que o algoritmo da PQ
pode convergir em um numero finito de iteracbes ou ndo. Mesmo quando o algoritmo
converge em um namero finito de iteragdes, a solu¢do obtida pode ndo ser estacionéria ou
se for pode ndo ser uma solucdo de minimo. Um outro caso em que o algoritmo néo
converge é quando o problema da PQ é inviavel. O que temos, neste caso, é que n-1
restricdes podem ndo ser suficientes para caracterizar a regido viavel e quando a n®™

restri¢do for ativada, teremos um sistema de posto deficiente e assim o algoritmo ira ciclar.

Em funcgédo do que foi exposto, percebemos que para o éxito do algoritmo de solucdo da
PQ, possiveis problemas devem ser identificados. Isto serd alvo da discussdo que segue no
item V. Iniciaremos por analisar quais problemas o algoritmo MISQPSOL consegue
identificar. Em seguida, mostraremos que tratamentos sdo feitos e quais problemas sao

sanados.
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V. Analise do algoritmo MISQPSOL para problemas da PNL com restri¢des de

desigualdade apenas

No item IV, mostramos diversas dificuldades que podem ser encontradas na resolucdo de

um problema da PQ ndo convexo. Neste item, as discussdes apresentadas serao

formalizadas e o comportamento do algoritmo seré caracterizado. O objetivo, neste item, é

mostrar quando uma solucdo estacionaria é obtida pelo algoritmo de solugcdo da PQ do

algoritmo MISQPSOL e no caso em que isto ndo ocorre, mostraremos como o algoritmo é

capaz de caracterizar os problemas encontrados.

Lema L13:

Lema L14:

Lema L15:

Lema L16:

Se a matriz das restricdes ativas do problema da PQ em uma iteracao
qualquer do algoritmo de solucdo da PQ do algoritmo MISQPSOL né&o for de
posto pleno entdo ou o problema da PQ é inviavel ou existem restricbes

redundantes.

Se o problema da PQ é inviédvel entdo o algoritmo de solucéo do problema da
PQ ndo ira convergir. A partir de uma certa iteracdo, a matriz A das restrigdes

ativas serd de posto deficiente em pelo menos uma de cada duas iteracoes.

Se o problema da PQ for ardiloso e viavel, entdo a partir de uma certa
iteracdo do algoritmo de solucdo do problema da PQ do algoritmo
MISQPSOL, este podera ciclar entre duas ou mais solu¢des. Quando o
algoritmo ciclar, i.e, quando o problema for ardiloso e critico, temos que em
cada duas iteracOes teremos sempre que em pelo menos uma delas a primeira
linha da matriz de restricdes ativas serd LD em relacdo as primeiras n linhas
do sistema de (KKT), sendo n a dimensdo do problema da PQ. Ainda, no
caso da ndo convergéncia do algoritmo, o residuo do sistema de KKT

estendido em pelo menos uma das duas ultimas iterac6es serd ndo nulo.

Seja 0 espaco viavel do problema da PQ que se quer resolver ndo vazio e que
ndo contenha restricdes redundantes. Considere o sistema de KKT em uma
iteracdo qualquer do algoritmo de solugéo do problema da PQ do algoritmo

MISQPSOL. Sejam a o numero de restrigdes ativas e Z, uma base para o
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espaco nulo das restri¢des ativas na iteragdo considerada ou Z, =1 se

nenhuma restricdo esta ativa. Seja ainda d uma solucdo particular de
Ad=b. Se Z/HZd #-Z,c-Z]Hd para todo d, OIR"™ entdo o
problema da PQ original ou ndo tem solucéo local e/ou global finita, ou no
caso de existir pelo menos uma solucéo finita, & necessario que haja tantas
restricbes ndo ativas quantas forem necessarias para que quando ativadas

tornarem o sistema de KKT consistente.

Lema L17: Considere uma iteragdo qualquer do algoritmo MISQPSOL. Seja o problema
da PQ ndo ardiloso. Se o sistema de (KKT) de uma iteragdo qualquer do
algoritmo de solucdo da PQ ndo for de posto de linha pleno, entdo apenas
uma das seguintes afirmacdes € verdadeira.

(i) O problema da PQ é inviavel.

(i) Existem restri¢cdes redundantes na matriz de restri¢Oes ativas.

(iii) O problema da PQ néao tem solucdo local ou global finita e o residuo do
sistema de KKT estendido é ndo nulo.

(iv) O problema da PQ tem solucéo finita correspondente a outras restricbes
que ndo se encontram ativas na iteragdo considerada. O residuo do
sistema de (KKT) estendido é ndo nulo e a solucdo obtida ndo é
estacionéria.

(v) O problema da PQ admite infinitas solucGes estacionarias e o residuo do

sistema de KKT estendido é nulo.

Lema L18: Seja o problema da PQ em uma iteragéo qualquer do algoritmo MISQPSOL
viavel, ndo critico, ardiloso e tal que [H AT] seja de posto de linha pleno.

Apenas uma das seguintes afirmacdes é verdadeira.

(i) As restricdes que sdao LD em relacdo as n primeiras linhas de KKT séo
tais que o residuo do sistema de KKT estendido é nulo e neste caso o
algoritmo converge para uma solucao estacionaria do problema da PQ em
um namero finito de iteracdes.

(ii) As restricdes que sdao LD em relacdo as n primeiras linhas de KKT séo

tais que o residuo do sistema de KKT estendido ndo é nulo. O algoritmo
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ird convergir para uma solucao estacionaria do problema da PQ em um
nimero finito de iteragbes se e somente se forem ativadas tantas
restricdes quantas sdo LD em relacdo as primeiras n-1 linhas do sistema
de KKT na iteragdo considerada, desconsiderando-se as restrigdes

redundantes.

Lema L19: Seja o problema da PQ em uma iteragdo qualquer do algoritmo de solucéo
do problema da PQ do algoritmo MISQPSOL né&o ardiloso e critico. Entdo o
algoritmo de solugéo da PQ ndo ird convergir e ird oscilar entre uma iteracao
para a qual a solucéo obtida € ndo viavel e uma outra em que o multiplicador
de Lagrange de uma restricdo violada incorporada ao conjunto ativo sera

negativo.

Nos resultados acima, enumeramos 0s possiveis problemas que podem surgir durante a
resolucdo do problema da PQ. Adicionalmente a estes casos temos a situacdo em que a
matriz Hessiana é nula ou quando existem restricGes linearizadas nulas. Com relacdo ao
primeiro destes problemas, vimos no lemas L11 e L12 as condi¢des que devem ser
atendidas e que levam a solugdo do problema. Assim, a solucdo da PL ndo serd encontrada
se o sistema de KKT né&o for consistente. Isto ocorre quando o residuo do sistema de KKT
estendido é ndo nulo. No inicio da resolugdo do problema da PQ, é verificado se existem
restricdes nulas e caso estas existam é gerada uma condicéo de aviso. Assim, em funcéo do
que foi exposto podemos avaliar os problemas que o algoritmo MISQPSOL ¢é capaz de
identificar ao longo do procedimento de busca da solucdo do problema considerado, a

saber:

o restricdes de desigualdade nulas: no inicio do algoritmo as restricdes nulas s&o
eliminadas do problema da PQ.

* ndo obtencéo da solucédo 6tima em problemas da PL (ST=-2 ou ST=-5): basicamente 0
que temos é que o sistema de KKT € inconsistente e a convergéncia se deu em um
namero finito de iteracGes.

 existéncia de infinitas solugdes estacionarias para o problema irrestrito (ST=-4): neste
caso ndo existem restricdes ativas e o sistema de KKT é de posto deficiente mas

consistente, i.e., o sistema de KKT estendido tem residuo nulo.
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» convergéncia para uma solugdo néo estacionaria da PQ (ST=-5 ou ST=-2): novamente
a convergéncia se dd em um numero finito de iteracdes, o sistema de KKT ¢é
inconsistente (residuo do sistema de KKT estendido é nédo nulo).

» problemas da PQ inviaveis (ST=-10): ndo ocorre convergéncia e teremos a matriz A de
posto deficiente em pelo menos uma das duas ultimas iteragdes calculadas, sendo o
residuo do sistema de KKT estendido ndo nulo.

» problemas da PQ criticos (ST=-13 ou ST=-10): podemos ter duas situac¢fes, a primeira
em que as duas Ultimas iterages calculadas apresentam um sistema de KKT de posto

pleno e a outra em que em pelo menos uma das duas Ultimas iteracdes apresenta A de
posto pleno mas [Hk AT] de posto de linha deficiente.

e problemas da PQ ardilosos que ndo convergem em um ndmero finito de iteracdes
(ST=-14): teremos que em pelo menos uma das duas Ultimas iteragcBes o sistema de
KKT é de posto deficiente com residuo ndo nulo e sendo que a primeira linha da matriz
A de restricdes ativas é LD das primeiras n linhas do sistema de KKT, sendo que n é a
dimens&o do problema da PQ.

» existéncia de autovalores negativos na matriz Hessiana: ao término da resolucdo do

problema da PQ, calcula-se o produto d;Hd, e assim sabe-se da existéncia de

autovalores negativos na matriz Hessiana e uma mensagem de aviso € gerada.

Assim, restam o0s seguintes problemas que podem ocorrer e que o algoritmo tal como foi

apresentado ndo é capaz de detectar:

e PQ nao tem solucdo finita: isto porque verifica-se apenas que o sistema de KKT ¢
inconsistente, o que significa que pode ndo existir solucdo finita para o problema da
PQ. Mesmo assim, a direcéo finita gerada pode ser adequada, uma vez que uma direcéo
ndo finita pode desestabilizar o algoritmo numerico.

e convergéncia para ponto de cela do problema da PQ: o que se sabe é que
eventualmente a solucéo estacionaria obtida pode ndo ser de minimo. No entanto, isto
ndo significa que a diregdo obtida ndo é adequada.

» convergéncia para solucdo de méximo local do problema da PQ: os comentarios séo

0s mesmos em relacdo a situacdo do caso anterior. Eventualmente, poderiamos verificar

se existem n-1 restricdes ativas para o caso de termos d,Hd, <0, mas verificar
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quantas restricdes encontram-se ativas, s6 seria adequado se Hy fosse ND ou NSD,

correspondendo a casos particulares e assim ndo efetuamos esta verificagéo.

Dos problemas identificados, o tratamento realizado € com relagdo a imposicéo dos valores

dos multiplicadores de Lagrange para os seguintes casos:

» problema da PQ inviavel
 problema da PQ critico

» problema da PQ ardiloso e critico

Adicionalmente, nestas situacOes se a direcdo de busca obtida for nula, entéo reinicializam-
se as variaveis de decisdo, arbitrando-se um valor para elas (por exemplo iguais ao limite

inferior).

A idéia do raciocinio que sera apresentado a seguir é primeiramente distinguir 0s casos em
que se obtém uma solucdo estacionéria para o problema da PQ e para estes casos analisar
quando ela é descendente, o que pode ser feito usando-se os resultados do item Il. No caso
da ndo obten¢do de uma solucéo estacionaria, € necessario verificar se a solucdo resultante
é viavel. A obtencao de uma solucéo estacionaria pode ser feita em funcéo da convergéncia
ou ndo do algoritmo de resolucdo da PQ em um numero finito de iteracGes e se 0 sistema

de (KKT) for de posto deficiente, se o residuo é nulo.

Como decorréncia direta dos lemas L13 a L19 temos os seguintes resultados.

Proposicéo P2: Suponha que o sistema de KKT calculado na dltima iteracdo do
algoritmo de solucdo do problema da PQ seja de posto pleno ou se ndo que o
residuo do sistema de KKT estendido seja nulo. Entdo se o algoritmo
converge em um numero finito de iteragdes, a convergéncia se d& para um

ponto estacionario da PQ.

Proposicéo P3: Se o0 algoritmo de solucdo do problema da PQ ndo convergir em um
namero finito de iteragdes entdo apenas uma das seguintes afirmativas

ocorre.
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k1. 0 problema da PQ € inviavel
k2. 0 problema da PQ é critico
k3. o0 problema da PQ € ardiloso e critico
Proposicéo P4: Suponha que o sistema de KKT calculado na dltima iteracdo do

algoritmo de solucdo da PQ seja de posto ndo pleno e que o residuo seja ndo
nulo. Entdo se o algoritmo converge em um numero finito de iteracGes, a

solucdo obtida é solucdo vidvel e ndo estacionéria do problema da PQ.

Os resultados das proposi¢Oes P2 a P4 sdo representadas na figura 4.V.1.

nimnero de iteragdes
¢ finita?

sim

EET € de posto plena?

ndo

prifoeira linha da matriz A e LD e EET
etn pelo menos wna das duas dltimas
iterapies?

itn) residuo de KE
estendido &

fula?

probletma da PO
critico g ardiloso

KET € de posto ST=-14
pleno nasz duas
solugio infinitas solugiies | solugdo wigwel  Ultimas iteragfes?
ESlACIONALA estacionarias ST=-3
5T=0 5T=0 a2 5 ndo
STD£_4 problema da problema da PO invidwel,
Pr) critico .o )
ST=13 critico inconsistente
5T=-10
solugédo estacionaria solugdo ndo estacionaria
—

figura 4.V.1: caracterizacdo das solucgdes obtidas pelo algoritmo de solucéo dos

problemas da PQ

Para os casos em que o algoritmo da PQ obtém uma solucédo estacionaria, os resultados de
convergéncia local da literatura podem ser estendidos para o algoritmo MISQPSOL, isto e,
pode-se mostrar que o algoritmo MISQPSOL converge para uma solucdo estacionaria da
PNL. A complicagdo surge quando o algoritmo da PQ n&o obtém uma solucéo estacionaria.
Através dos problemas testados (capitulo 5), percebemos que escolhidos adequadamente os
parametros p° e p', sempre obtivemos a convergéncia do algoritmo MISQPSOL para uma
solucdo estacionaria do problema da PNL testado, independentemente da estimativa inicial

de x. Isto leva a crer que a imposigéo destes valores para 0s casos em que o algoritmo da

Tese de Doutoramento DEQ/EPUSP/1997 113



Capitulo 3: O algoritmo MISQPSOL

PQ ndo converge para uma solucdo estacionaria pode ser suficiente para a garantia da
convergéncia local para uma solucdo estacionaria da PNL. Este resultado é bastante
ambicioso. No entanto, a obtencdo deste esta alem dos objetivos da presente tese. Note que
0 algoritmo MISQPSOL apresenta uma contribuicéo significativa. Primeiramente, pelo fato
de introduzir um procedimento alternativo e inédito para o tratamento de problemas da PQ
ndo convexos e, também, por ser capaz de classificar as dificuldades presentes no problema

da PQ a ser resolvido.
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VI. Extensdo da andlise do algoritmo MISQPSOL: problemas com restri¢cdes de

igualdade

No item precedente, analisamos o algoritmo para os problemas que ndo apresentavam
restricbes de igualdade. Com a introducdo de restricdes de igualdade os seguintes

agravantes surgem:

» naformacéo do problema reduzido podem surgir restricdes inequagdes reduzidas nulas

e amatriz de restricdes de igualdade pode ser de posto de linha deficiente

Com relacdo aos problemas do primeiro grupo, tratamentos sdo realizados apenas para o
caso de termos restricGes de limite reduzidas nulas. A idéia é restringir o dominio de busca
da solucdo do conjunto de restricdes de igualdade. No caso de termos linhas linearmente
dependentes entre si na matriz de restricbes de igualdade, a idéia é retirar as linhas que s&o
LD. Um caso particular € quando a matriz de restricdes de igualdade € nula, neste caso, a
idéia é introduzir perturbacdes em dire¢Oes adequadas. Este procedimento foi efetuado
desta forma, uma vez que se a matriz € ndo nula e o problema da PQ ¢ inviavel, o que
temos € que uma direcdo de busca € gerada que perturba a restricdo violada. Como o
problema é ndo linear, espera-se que na nova linearizacdo as restricdes deixem de ser
linearmente dependentes. No caso de termos a matriz nula, a direcdo de busca obtida pode
ndo ocasionar uma perturbacéo suficiente e neste caso, as restricbes poderiam ser ignoradas
se nenhuma perturbagdo ndo for efetuada. Este tratamento parece ser bastante adequado
para a grande maioria dos problemas da PNL que se quer resolver. Problemas irdo ocorrer
para problemas em que as restricbes apresentem curvaturas semelhantes e que se
aproximem de hiperplanos paralelos. Ou seja, a ocorréncia destes problemas ndo se da em
grande namero. Assim, embora 0s tratamentos realizados possam parecer simplistas, eles
se mostraram adequados para todos os problemas realizados até o momento. A
generalizacdo do procedimento para incluir mais situagdes é trivial embora possa ser

custosa.
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VII.

Comentarios finais a cerca do algoritmo MISQPSOL

Em funcdo da discussdo apresentada, podemos concluir que a limitacdo do algoritmo na

atual versdo compreende as seguintes situacfes em que uma solucdo ndo estacionaria do

problema da PNL ¢ obtida:

incorporacdo de perturbacdo em uma Unica dire¢do no caso em que a matriz de
restrices de igualdade é nula: uma generalizacdo que poderia ser feita é verificar se a
matriz de restricdes € separavel. Neste caso uma perturbacdo deveria ser gerada para
cada bloco separavel, i.e., em mais de uma direcdo de busca.

tratamento para os casos em que as restricdes ndo forem atendidas: quando o
algoritmo termina, é verificado se a solucéo obtida é viavel. Embora este ndo tenha sido
0 caso de nenhum dos problemas testados, problemas podem ocorrer para aplicacdes
muito especificas. Eventualmente, perturbacGes adequadas poderiam ser geradas. Este
pode ser um assunto para pesquisa futura. Neste item, incluem-se as restricdes
inequacdes linearizadas ou reduzidas nulas.

convergéncia para solucdo viavel ndo estacionaria: quando a direcdo de busca obtida é
nula e o sistema de KKT € inconsistente (e.g. ST=-2 ou ST=-5), a convergéncia pode se
dar para uma solugéo viavel ndo estacionaria, dependendo do valor de p° e p' escolhido.
Como estes problemas podem ser facilmente identificados, poderiamos incluir
tratamentos adequados de forma que a convergéncia ocorra para uma solucdo
estacionédria. Desta forma, eliminariamos a necessidade de uma escolha adequada dos
parametros p° e p' para sanar problemas deste tipo.

problemas da PQ que ndo tenham solucdo finita ndo sdo identificados: embora
tenhamos indicios quando o problema pode ndo apresentar solucdo finita (ST=-10,
ST=-2, ST=-5, ST=-14), nenhum teste é feito para se aprofundar esta questdo.

Eventualmente, a inclusdo deste pode ser interessante.

Se a solucdo obtida nao for de minimo, tratamentos adequados poderiam ser realizados em

funcdo dos resultados obtidos no item II. Outras melhorias que poderiam ser introduzidas,

neste ponto, seriam relacionadas, por exemplo, com a inclusdo de mais restricbes ou com a

alteracdo do sentido da direcéo de busca obtida.
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Uma outra alteracdo que poderia ser introduzida no algoritmo seria distinguir os problemas
da PQ inviaveis dos criticos inconsistentes. Esta distincdo é facil de ser feita, uma vez que

para 0s primeiros, temos que a matriz A € de posto nao pleno, enquanto que para os ultimos

temos que [Hk AT] é de posto de linha néo pleno.

Um ultimo comentario é pertinente. As limitacGes do algoritmo desenvolvido sdo bastante
menores que as de outros presentes na literatura, por exemplo quando se considera que a
matriz Hessiana é PD no plano tangente as restri¢cdes ativas ou quando os multiplicadores
de Lagrange sdo estritamente positivos para as restri¢cdes ativas ou quando o gradiente das
restricdes ativas deve ser um sistema de posto pleno para qualquer iteracdo (Han, 1976).
Adicionalmente, o algoritmo apresentado introduziu uma nova forma de se tratar os
problemas da PQ ndo convexos e atualmente poucos sdo os algoritmos que permitem que
se faca uso de problemas da PQ nédo convexos. Os casos de falha do algoritmo MISQPSOL
podem ocorrer para situacbes muito especificas. Cada tratamento novo introduzido no
algoritmo pode comprometer o desempenho computacional deste, assim, cremos que
tratamentos mais rigorosos devem ser voltados apenas para aplicacdes especificas e ndo

necessariamente inclusas para a resolucao de qualquer problema da PNL.
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